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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга написана на основе курса лекций, прочтенных 
автором в 1947 г. на Математико-механическом факультете 
Ленинградского Государственного ордена Ленииа университета. 

Она посвящена изложению теории упругости свободной от 
предположений, ‘ограничивающих величину удлинений, сдви- 

гов и углов поворота. В ней рассматривается также в общей 
постановке вопрос о связи между напряжениями и деформа- 
циями в изотропном упругом теле. 

Уравнения классической (линейной) теории упругости 
получаются из уравнений излагаемой ниже общей теории, 
если предположить, что 

а) удлинения и сдвиги пренебрежимо малы но сравне- 
нию с единицею; 

6) квадраты углов поворота пренебрежимо малы по. 
сравнению с удлинениями и сдвигами; 

в) связь между напряжениями и деформациями выра- 
жается законом Гука. 

Будучи существенным обобщением классической теории, 
нелинейная теория упругости позволяет подойти к решению. 

ряда важных задач, которые из первой теории, в силу ее 

ограниченности, выпадают. 
Подобными задачами в частности являются: 
1. Проблема устойчивости упругого равновесия. 
2. Проблема деформации тел, имеющих начальные напря- 

жетия. 
3. Проблема сильного изгиба стержней. 
4. Проблемы кручения и изгиба, осложненные наличием 

осевых сил. 
5. Проблемы изгиба пластин и оболочек, при прогибах. 

сравнимых с толщиною.



10 ПРЕДИСЛОВИЕ 

6. Проблема деформации упругих тел, не следующих 
закону Гука. 

Наконец, в последнее время было доказано, что равно- 
весие упруго-пластических тел (при соблюдении некоторых 
ограничений) может рассматриваться на основании общих 
принципов теории упругости. Тем самым и проблема равно- 
весия упруго-пластической среды в известной мере вклю- 
чается в круг задач нелинейной теории упругости. 

Перечисленные выше задачи весьма ахтуальны, чем и 
объясняется все возрастающее внимание к.нелинейной теории 
упругости со стороны ученых Советского Союза и других 
стран (см. библиографию). 

Чтобы сделать книгу доступной возможно более широ- 
кому кругу читателей, автор стремился проводить все выводы 
наиболее наглядно и просто, избегая в частности тензорного 
исчисления и соответствующей ему сложной символики (или, 
точнее говоря, примзняя их лишь в том небольшом объеме, 
который присущ курсам классической теэрии упругости). 

В заключение автор приносит благодарность проф. 
А. И. Лурье, доценту ЛГУ Л. М. Качанову и редактору 
книги А. И, Чекмареву за ряд ценных, высказанных ими при 
чтении рукописи критических замечаний. 

Ленииград, 
ноябрь 1947 г.



ГЛАВА 1 

ГЕОМЕТРИЯ ДЕФОРМАЦИИ 

$ 1. Координаты 

В этой главе будуг рассмотрены основные геометриче- 
ские свойства деформации. 

Вопрос ставится так — даны положения точек тела 
з первоначальном его состоянии (то есть до деформации) 
и даны их положения в окончательном его состоянии 
{то есть после деформации). Нужно определить изменение рас- 
стояния между двумя произвольными бесконечно близкими 
‘точками этого тела, обусловленное переходом из первого 
состояния во второе. Вопрос этот чисто геометрический 
и при его рассмотрении совершенно не важиы ни причины, 
вызывающие деформацию, ни закон, по которому тело ей 
сопротивляется. 

Пусть положения точек тела в первоначальном с остояни 
определяются их проекциями х, у, 2 на оси некоторо 
прямоугольной системы декартовых координат Х, У, 2. 

Пусть, далее, точки тела потучаюг перемещения с ком- 
понентами, по тем же осям и, 9, 10, которые будем считать 

заданными функциями х, у и =. Тогда окончательное по- 
ложение произвольной точки тела определится де картовыми 
координатами: 

E=x-+ u(x, y, 2), 
n=y+(x, y¥, 2); (1.1) 
C=2z2+w(x, y, 2). 

Функции и, 9, ®, а также их частные производные по х, уиг 
будем считать непрерывными. Это ограничение может быть 
названо условием непоерывности деформации.
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Из формул (1.1) слелует, что окончательное положение 
точек тела можно задавать двояким образом: во-первых — 
декартовыми координатами ®, 1, в и, во-вторых, —координатами 
начального состояния х, у, 2. Последние, являясь для исход- 
ного состояния декартовыми, для окончательного состояния 
будут криволинейными координатами. Действительно, полагая 
(1.1) х=ху У= У мы получим три уравнения 

= м U(X» Yor 2), 
N=Vo tv (Xo; Yo» 2), (1.2) 

C=—2+ w(x, У№, =), 

определяющие в совокупности кривую, на которой распо- 
ложатся (после деформации} те точки тела (Л, М.,...), 

‘4 

            

Рис. 1. 

которые*до деформации находились на прямой (х == Ху, у = Vo), 
параллельной оси г (рис. 1). Отсюда ясно, что координатные 

г 2 

линии х, у, 2*) в деформированном теле являются темн 

*) Здесь и в дальнейшем, говоря о х, у, 2 как о криволинейных 
координатах деформированного тела, отмечаем их „тильдой*.
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(вообщё говоря, кривыми) линиями, на которых размещаются 
точки, бывшие до деформации на прямых параллельных соот- 
ветствующим координатным осям. 

Таков физический смысл преобразования координат, за- 

ключающегося в формулах (1.1). 
Исследование деформации в окрестности произвольной 

точки М (х, у, 2) сводится к изучению геометрических свойств 
координат х, у, 2, трактуемых как криволинейные координаты 

деформированного тела. 
Отметим далее, что & т, ©, будучи декартовыми коор- 

динатами для деформированного тела, являются криво- 
линейными координатами по отношению к телу до деформации. 
В самом деле, полагая в (1.1) =, 1==*\, мы получим три 
уравнения 

fg se Xf 4 (x, У, 5), 

No = YT U(X, Y, 2); (1.3) 
—=z-+ w(x, y, 2), 

которые, после решения их относительно х, у, 2, при- 
нимают вид 

x=/f; (Eos No» С), 

У = Да, Чо, 6), (1.4) 

са = (4, Чь ©) 

и определяют в системе Х, У, 2 кривую, на которой 

находились до деформации точки тела, располагающиеся 

после деформации на прямой =, 7 =, параллельной 

оси Z. 
wns 

Таким образом линии & т, &*) являются в теле до дефор- 
мации теми кривыми, которые в результате деформации пре- 
вращаются в прямые, параллельные соответствующим коор- 
динатным осям. Условимся в дальнейшем называть „волокном 
тела“ совокупность его точек, расположенных вдоль некоторой 

линии, а „линейным элементом тела“ —дифференциально-малый 
отрезок какого-либо волокна. 

у 

*) Здесь н в дальнейшем, говоря о & 1, & как о криволиней- 
ных координатах точек тела до его деформации, отмечаем их 
„ТИЛЬДОЙ“,
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Кроме того, условимся называть „слоем тела“ совокуп- 
ность его точек, располагающихся на некоторой поверхности, 
а „элементарной площадкой тела“ — бесконечно малый эле- 
мент какого либо слоя. 

$ 2. Углы, определяющие направлення координатных 
линий 

В результате деформации точка М (х, у, 2) переместится 
в положение М* с декартовыми координатами &, м, (, а бес- 
конечно близкая к ней точка №(х-- 4х, у-- ау, 2-| 42) — 
в положение №* с координатами Ё-- 4, ч-Р dy, 6 -- а. 

—> 
Вектор М*М№ (с проекциями 4, dy, 45) определяет 

величину и направление линейного элемента тела, величина 
и направление которого до деформации были заданы век- 

——> 
тором ММ (с проекциями ах, ау, 42). 

Применив формулы (1.1) к Touke(x-+ dx, y+ dy, z-+ dz) 
и разлагая их правые части и ряды Тэйлора в точке х, у, г 
(при сохранении малых только первого порядка), будем иметь: 

ди ди ди а = (1 +52) 4 + 9 dy +5" dz, 

Ov Ov до 
dqn= Fax t(l4+Z)ay +E dz, (1.5) 
aK) ow ow 

Выражения ([.5) определяют проекции произвольного 
линейного элемента тела после деформации, через его проек- 
ции до деформации. 

Если ввести обозначения: 

_ Ou __ Ov __ ow 
бе — дж? буи — ду’ Sea др, 

__ Ou , Ov ди | ды dv , OW 
Cny = Fy Tt Fx? бог =: 5х ‚о Cys = д Г ду (1.6) 

И 

ди dv ди dw dv ди 
оу — р, 24, = 92 д.’ 2%: — дк By? (1.7)
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то формулы (1.5) могут быть записаны в виде: 

а (1+ ев) ах- (ву в) 49 + (5 lxe + wy) а, 
4 = (5 Cay -b 0) dx+(1te,,)dy+ (5 Cn — | dz, (1.8) 

4 = (= ег — у) ах -- (5 eye -|- ог dy+(1-+e,,) dz. 

Пусть линейный элемент до деформации параллелен оси Х, 
имея проекции (ММ), = 4х, (ММ), =0, (ММ), =0. Тогда 
согласно (1.8) его проекции после деформации будут равны 

di==(1-1-e,,,.) dx, Ач == (= ежу + о.) ах, 

a= (= е.;— у} ах, 

а его длина после деформации 

| M*N*| = Ура d= | 
=V (+ ee) (бе =) (рен) ах = 
== (1 + E,,) dx, (1.10) 

M*N*| —|MNi 
где Еь = | т м (1.11) 

есть относительное удлинение элемента dx при деформации. 

(1.9) 

  

  

  

—.. 

Отсюда косинусы углов, образуемых вектором М*М№* 
—> 

с осями Х, У, Z (B TOM частном случае, когда ММ парал- 
лелен оси X), определяются формулами 

Ite ° Hy Cay Tz 

cos (MN, А) =», cos (MN, У) = ТЕ. , 
x т 

1 
eae My 

cos(MN, 2) = ТЕ. . (1.12) 

Линейный элемент dx B pe3yAbTaTe деформации превра- 

щается в элемент дуги линии х в деформированном теле. 
Ввиду этого формулы (1.12) дают направляющие косинусы 
касательной к этой линии в точке /Л[*. Путем аналогичных 
рассуждений, но применяя их к линейным элементам dy H
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42, можно вывести выражения и для направляющих коси- 
г гм 

нусов касательных к линиям уи = в той же точке. Обо- 
значим единичные векторы, направленные по вышеуказанным 

7 2 

  

  

    
  

Рис. 2. 
Xx 

трем касательным, через 11, 1, 1, (рис. 2). Тогда, в соот- 
ветствии с полученными выше результатами, можно составить 
следующую таблицу проекций данных векторов на оси Х, У, 7. 

  

  

  

    
    

  

Таблица 1 

| | iy ig is | 

1 р 
xX I + eas 9 Say Mz “5 Paez - ey 

(+E; TSR | ТРЕ 
1 1 > | peat os 1 ии, Fey a 
1-Е. 1-2, ТЕ, _ 

1 1. 
Я 5 612 — My 5 Cy2 tb Ox те... 

| ГЕ; ГЕ, LE,         
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Здесь, кроме уже введенных обозначений: 

1 Ey = VG Cay —%e) + 1fpeyy)*-+(> eye toe) , 

1--E,= VG eae t»,) (5 Cyz wz) + + ez)" 

Таблица 1, как ясно из вышеизложенного, определяет 
гм гм Pus 

  

  (1.13) 

направляющие косинусы касательных к линиям х, у и 2 
в точке M*. 

Решая далее (1.8 или 1.5) относительно dx, dy, dz, 
находим. 

dx = 5 («148 -- а, .@9 -- в з@С), 
1 , dy = > (а. -|- азам -- аз), (1.14) 
1 » 

adz= в (аз14 -- зо + 93346), 

где 

dvow 

ва (1+ 55); #5 = 
= (1p eyy) (1+ eee) | eye о, 

sn BB (48) B= (Gecko) ( ects) 
—(1 + ¢22) (ay —%) 

sa BB (14 9) (bea) been) 
—а-Ре) (те. а,), 

_ dvdw ] __ (1 1 1 BIC 455) — (beeen) 
— (1 + 22) (5 ea, +.) 

tog = (1 +52) (1-52) — SS = (1 teen) (1H eee) — 
— де. а, (1.15) 

2 Зак, 8804. В. Новожилов,
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/ 

ди до ди\ до 1 1 
95 —= 52 5 (1-2 = Cae xy +.) — 

— (1 +- @re) (5 е:—®,) , 

81 — a (1 +55) 52 = (3 eay ++.) (+ eye+ oz) — 

—(1+e,,) (теж ву), | 

тен б-ы- 
— (1+ eae) (F eye + 2) 

digg = (1 - se) (1-+ 52) — 32 = (1 + eee) (1 ey) — Ox ду 

2 2 

а Cay -- Фа, 

      

ди ди 1 

‘+ ox , ay’ & tee Fla Pz 5 ег | Фу 

] 
D == 142 ay ? a = 5 Cay + Day 1+ yy, 5 Cys — x (1.16) 

ie ow Ow 1 

дх * ду 1 -- dz F Paz — Фу» ео 1 Рен   
Формулы (1.14) выражают проекции произвольного линей- 

ного элемента тела до деформации, через его же проекции 
после деформации.” 

Рассмотрим теперь линейный элемент 4, то есть лиией- 
ный элемент, параллельный после деформации оси Х. 

Согласно (Г.14) его проекции до деформации равны: 

dx = dk, d = dt, dz = 4; (1.17) 

а его длина до деформации 

  лени ИЕ: 4 
|MN| = Уд аура = т. Ув {ай ай dt = THE (1.18) 

* Определитель О), между прочим, в рассматриваемой задаче 
всегда отличен от нуля, поскольку равенство его нулю озиачало бы 
бесконечиое уплотиение тела в соответствующей точке ($ 11).
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где 

  

| М*М№* | —|ММ| __ D —1 + (119) 

| MN! Vi, + art a3 

есть относительное удлинение элемента МА, параллельного 
после деформации оси Х. 

Отсюда косинусы углов, образуемых вектором ММ, будут 
в рассматриваемом случае равны 

В; = 

  

cos (MN, X) = Ae aay cos (MN, У) = I re Bars 

cos (MN, Z)= ЕР gy. 

Эти косинусы определяют направление (до деформации) того 
линейного элемента, проходящего через точку М, который 

12 

  

  

  

    
. 3. у Рис 

в результате деформации становится параллелен оси Х, или, 
иначе говоря, они определяют направление касательной 

к линии Ё в точке М (см. предыдущий параграф). 

Ow
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Путем аналогичных рассуждений, по, применяя их к линей- 
ным элементам 44 и 4%, можно получить и косинусы углов, 

задающих направления касательных к линиям т и t в точке М. 
Обозначим единичные векторы, направленные по выше- 

7 ‘ ‘ 

указанным трем касательным, через 11, 15, 13 (рис. 3). Тогда, 
для проекций этих единичных векторов, на основании выше 
изложенного, может быть составлена таблица. 

  

  

    
  

                

    

  

  

  

    
    

  
  

      
    
    

Таблица 2 

./ / . 
i, i, 13 

1+ Е 1+ Е 1+8 

x Sa yt os St as 
1+8 1+ Е. 1+8 

У it @21 44 Se ane tt Gos 

‚ 1--В 1-Е 1-8 
Е Ata bars) | С — а — аз 

в ней, кроме уже введенных обозначений: 

р р 
E, = Е; == —1. т ? C — 

Уз аа, + аз V ai; + 233 +- 233 
Таблица 2, определяет направляющие косинусы касательных 

2} к линиям &, y, © в точ- 
ке М (х, у, г) или, 

Kaas иначе говоря, опре- 
| деляет направляющие 
и и косинусы TeX воло- 

7 , кон, проходящих через 
М 42 точку М, которые пос- 

ey ле деформации стано- 
dy de BATCH параллельными 

ч ' осям Х, У, 2. 
0 - -J В дальнейшем мы 

будем рассматривать 
x Puc. 4. встречающиеся тензо- 
ры и векторы либо в декартовой системе Х, У, 2, либо 

к м 

в неортогональной криволинейной системе х, у, 2, локаль-
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ными ортами которой являются 1, 1, 15. При этом усло- 
вимся в первом случае отмечать составляющие индексами 
Е, т, С, а во втором —х, у, 2 (без „тильдочек“ — во избе- 
жание пестроты формул). 

$ 3. Компоненты деформации 

Квадрат расстояния между точками М и М (рис. 4) равен 
до деформации , 

ds? = dx? +- dy? + dz’, (1.20) 

после деформации 

ds’ = de? + dn? 4+- do, 

Составляя разность этих квадратов и подставляя при 
этом во вторую из формул (Г. 20) вместо 4 Ач, do ux 
значения согласно формулам (Г.5 или 1.8), будем иметь: 

ds? — ds* = 2 (e,,dx* + e,,dy? + e,,.dz?-+ 

+ ey,dx dy +-,,4x dz + e,dydz). 
Здесь | 

coo Oe to (Se) +e) +e) |= 
=Clra bax 9 5 | Coot (+ Cy 4-0, ) +(5 бт —— oy) | ) 

w= + 2 [(%) +(5) +(%) |= 
= Cy | 5 {ety + (= Cxy w,) + (> еуг Г es) | 

a= Geta (Ce) +32) + (32) ] = 
= т 5 [4= + (> Cxe ay) + (5 бу oz) | 

BtEt+EE +E Et SEH 
= ‘ту Taw (5 Coy o,) ++ уу (5 Cxy bP w, | + 

+ (Gua) bes) cas 

(1.21)
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ди ди ди ди дэ Ov ди ow 

па 0; T ox Ox dc 1 Ox 02 Г дя dz = 

- = Cs, ne (5 eas + Oy) + Cae (5 e2a— ®y) + 

aa ‚(ен 2) 5 
Ou Ou до д ди 

“уз +5 oe ee 

= Cg Cy ex Cyz а) -+ esas eyet On) -P 

+ (5 Coy — o,) (5 Cos + oy . 

Введем обозначение: 
45.. — ds 

ds ° 

Еих-— есть увеличение расстояния между точками М и № 
(обусловленное деформацией), отнесенное к расстоянию между 
ними до деформации. Данную величину назовем относитель- 
ным удлинением в точке М в направлении точки М. 

° При использовании обозначения (1.23) формула (1.21) 
приводится к виду: 

I 
Eun A+ 5 Eun) ds* = e,,dx* + Eyl y? - е„„42? +- 

Емх = (1.23) 

| =„„Зх 4у-|- e,,dx dz e,,dy dz (1.24) 
или еще 

1 
Eun (1 + “x Eun) = вх АЗ -|- т + е„„У? ++ 

+ 2 Ap + Ex gAV + Cyc, (I. 25) 

где А, № и у— суть косинусы, определяющие направление 
—> 

вектора ММ (то есть направление линейного элемента до 
деформации) | 

ах dy dz 
=— —— =— —— У —= —. 1.26 

A qs’ № ds’ ds (1.26) 

Из формулы (1.25) видно, что для вычисления OTHOCH- 
тельного удлинения в произвольной ‘точке М в любом на- 
правлении (^, #, у) достаточно знать шесть величин e,,,
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у, 8, Say, Snes уг Выражающихся через перемещения фор- 
мулами (1.22). Данные шесть величин, будучи известными 
в каждой точке тела, полностью характеризуют его дефор- 
мацию. Равенство их нулю во всех точках тела означает не- 
изменность расстояний между любыми его двумя точками, 
что равносильно отсутствию деформации. Отсюда ясно, что 
перемещения и, 9, %, удовлетворяющие уравнениям 

Вх == уу == Seg = Egy = Eg, = Sy, = 0, (1.27) 

могут быть лишь перемещениями тела как абсолютно твердого 
целого, 

Выясним физическое значение параметров ох» бур» ли 
ху» 8%, 8, Которые в дальнейшем будем называть компо- 
нентами деформации. 

Полагая в формуле (1.25) вь==0, у==0, А=1, то есть 
считая, что до деформации рассматриваемый элемент паралле- 
лен оси Х, будем иметь: 

1 
Ey (1 + 5 Ex) = Enz: . (1.28) 

Откуда 

Ез == у! -- 2е„ —1, (1.29) 

где Е, -— относительное удлинение в точке M в направлении 

оси x. 

Аналогично 

Ву = У1-Н 2—1, (1.29) 

Е, = у! -+ 2¢,,—1, 

где Е, Е,— суть относительные удлинения в точке М 
B направлениях осей Уи 7. 

Таким образом компоненты деформации ет», &,у, 6„„ Ха- 
рактеризуют удлинения тех линейных элементов, которые до 
деформации параллельны координатным осям. 

Для выяснения физического смысла компонентов дефор- 
Мации 2, 82, ®,, Найдем косинусы углов, образуемых век- 

торами 11, 15, 1, друг с другом (то есть косинусы углов 
м м гм 

между касательными к линиям х, у, 2, проходящим через 

точку M*).
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По известной формуле аналитической геометрии 

с0$ (11, 12) == с0$ (11, ^) со$ (15, Х) - соз (1, И) соз$ (1%, У) -- 
-+- cos (i;, Z) cos (ig Z). (1.30) 

Подставляя сюда значения косинусов из таблицы 1, полу- 
чаем: 

  

. ху 
cos (i,, ip) = (+E) (FE) ° (1.31) 

До деформации угол между линейными элементами 4х, у 
является прямым. Обозначим его уменьшение, обусловлен- 
ное деформацией, через ф„,. Тогда: - 

с0$ (1, 15) = cos (5 — ay) — 

  

. у 
=< sin = . 1.32 Pav = TED (IF E,) (1.82) 

Обозначив, далее, уменьшения углов между линейными эле- 
ментами 4х, 42 и ау, dz (получающиеся при деформации) 
через фх„ Фу, можно написать еще две формулы (по ана- 
логии с предыдущей) - 

: __ Eas 

wae ЕЕ) + Е, 
€ 

  

(1.32) 
и, __ #3 __ 

“Пе — OE) OE) 
YTAbL Op, Paz, Pyz HA3OBEM CABHTaMH. 

Из вышеизложенного следует, что компоненты деформа- 
ЦИИ Ex, 2, @,, характеризуют сдвиги, и если эти три 
компонента деформации равны нулю, то углы между линей- 
ными элементами dx, dy, dz остаются прямыми и после де- 
формации. 4 

$ 4. Преобразоваиие компоиеитов деформации 
при переходе от одиих осей к другим 

Одна и та же деформация может быть рассмотрена в раз- 
личных системах декартовых ‘координат. Во всех случаях 
она будет полностью характеризоваться установленными выше
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шестью компонентами деформации, значение которых, однако, 
будет зависеть от выбора направления координатных осей. 

Дадим формулы пересчета Таблица 3 
этих параметров, при пере- |   

ходе от одной системы коор- X Y Z 
динат к другой. Рассмотрим 
для этого, наряду с основ- 

Хх’ 
ной нашей системой Х, У, Z, 
другую систему Х”, У, 7’, 
направления осей которой по у 
отношению к осям первой си- 
стемы пусть задаются сле- 
дующей таблицей косинусов 2’ hg из V3 
(табл. 3). 

Так как обе сисгемы являются прямоугольными, то между 
этими косинусами существуют зависимости: 

М-Н Аа 3 = 1, А Ао Е рама -- Уз == 0, 
2 2 
мы а=1, Ag ыю у =0, (1.33) 
ие =1, Noha + Pat's чз == 0, 

или, записанные в другом виде, 

мин =1 Мы t+ dete t Aghy =, 

+ yay =, Му Е №ьм —- Аз\з == 0, 

ds pst yl, P1¥1 Pave P3¥g = 0. 

Проекции на оси первой системы линейного элемента, 
имеющего по осям второй системы компоненты 4х’, ау’, 
42’, будут равны: 

4х = dx, +- ody’ +- dyd2’, 

dy = pdx’ + pod y' + paz’, (1.34) 
42 = ах’ -- ду’ -- м.4г”. 

  

Ay м У 
    
  

he He У. 
              

Возвратимся к формуле (1.21). В левой ее части стоит 
изменение квадрата расстояния между точками М и М, обу- 
словленное деформацией. Поскольку выбор этих точек не 
зависит от выбора системы координат, постольку левая часть
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формулы (1.21) также от него не зависит, оставаясь инва- 
риантной при переходе от одних осей к другим. 

Подставляя ‘в правую часть формулы (1.24) вместо ах, 
4у, 42 их выражения через проекции вектора ММ на новые 
оси координат, то есть через dx’, dy’, 42’ [см. формулы 
(1. 34)] будем иметь: 

Вин (1 Е 5 Ены) 488 — воз (4% + eyy (dy’ + 
-- ва (92/8 -- xy ax’ dy’ +- 

—- ens dx! dz’ + eye dy'dz', (1.35) 

где 

ena = Exe Mi + ии в + eee Vi fb Say Aythy eae Ay eye PY» 

eyy == eae M2 ayy 2 + bee V2 Cay Agta + Se Rave + 

| + eye Have (1.36) 

ва = ел» 3 + egy 3 “FE ва уз-|- ету Азиз -[ ее Азуз -- Вуз № з\ь | 

ey == 2 (epg Ayhg + гру - ве 1%) 4- Pay (Aya t Agta) -- 

-| ег (Аа Е Аз) - вуз (вы Bev), 

ene = 2 (ел А4Ав - уу Ва Sze Уз) + Say (Asis $+ Ags) Г 

-{ еше (Ав Е Аву1) Г ву (48-Е Вз\1), 

гу. == 2 (exe hodg -f eyytotty —b eee Va%g) + eary(Aotty + Agta) + 

“f Faz (avg + Agvo) + eye (H2%— + aa): 

Формула (1.35) имеет вид, подобный формуле, (Г. 24) и 

очевидно, что входящие в нее коэффициенты ena, ву, 

е,зимеют по отношению к системе осей Х”У”, 2’ тот же 
смысл, какой имеют коэфициенты егхх, вуу,......› Вуз ПО 
отношению к системе Х, У, 2. 

Отсюда ясно, что формулы (1.36) дают искомый закон 
преобразования компонентов деформации при переходе от 
одной системы координат к другой,
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$ 5. Главные направления деформации 

Будем искать такое направление, в котором относи- 
тельное удлинение: Емм принимает экстремальное значение. 

Если взять ось Х’ параллельной этому направлению, то, 
согласно формуле (1.35), будем иметь: 

Eg (1 + 5 Ey) = tee (1.37) 
ИЛИ , 

Ey = V1+2e —1. 

Из этого выражения видно, что вопрос отыскания экстре- 

мума удлинения Ey сводится К отысканию экстремума компо- 
a 

нента деформации ех., то есть к определению таких значе- 
ний А, ц. И \, при которых первое из выражений (1.36) 
становится экстремальным. При этом речь идет об относитель- 
ном экстремуме, поскольку между А, в, у, существует связь 

а м -—1==0. (1.38) 

Составляя функцию 

L=ty_—e (M+ i+ vi — 1), (1.39) 
где = — лагранжев постоянный множитель и, приравнивая 
нулю ее частные производные по ^,, № и \,;, получим сле- 
дующие три линейных однородных уравнения: 

Нулевое решение этой системы нас не устраивает в силу 
существования условия (1. 38}, и следовательно определитель, 
составленный из ее коэффициентов, должен быть равен нулю 

2 (25% — 2), Say, Sxe 

ету» 2 (в,у— =), вуг | = 0. (1.41) 
8х», Eyzy 2 (Ее — г) 

Данное уравнение является кубическим по отношению к мно- 
жителю Лагранжа и, следовательно, оно имеет, по крайней 
мере, один вещественный корень, который обозначим через =;.
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Заметим, что Формула ДЛЯ see может быть приведена к виду: 

see ее 1 +5 9 exy tit > 5 cer) +(5 Gay hy yy Py -- 
1 

-- 5 yz vs) wu, + (sexe Ay : eye №1 Е 6 | У. (1.42) 

Подставляя сюда вместо выражений, стоящих в скобках, их 
значения согласно (1.40) и` учитывая (1. 38), находим, что 

параметр =, равен экстремальному значению ena 

== Extr. eng. (1.43) 

Обратим далее внимание на то, что компоненты: деформации 
ту Enz могут быть представлены в форме: 

' I 1 1 
ту — 21 (вы 15 Say hy + 5 exe *) № -- (5 Cay Ay -- уу м Е 

1 1 
+5 5 eye) Wo + (5 exe hy i р Вуз 1 -- вые) | (1.44) 

, 1 1 1 
Egg == 2 | (ea м -- 9 Say ly + 5 exe v1) As -F (seams “F Eyy My 

1 
-Н вам в vs +(x ene hy +5 9 узи =) |. 

Подставив сюда вместо выражений, стоящих в круглых скоб- 
ках, их значения согласно (1.40), будем иметь: 

Soy = Qe, CAyAg рара-Ё а), 

е„з == Зв; (А, Аз -- ва E19), 

но тогда, ввиду соотношений (1.33), еду == rg = 0. Takum 
образом, если удлинение по оси Х" является экстремаль- 
ным, то компоненты деформации ету е„з равиы нулю, то 
есть деформация происходит без изменения прямых углов 
между направлениями X’, Y’ u X’, 2’. 

Рассмотрим теперь еще одну систему осей Х“, У”, 2”, 
отличающуюся от А”, У’, 7’ поворотом вокруг оси Х” на 
угол 6. 

Таблица косинусов углов между осями этих двух систем 
имеет вид, ясный из рис. 5. 

(1.45)
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Тогда, в силу формул перехода (Т..6), а также установ- 
ленных выше следствий, вытекающих из предположения, 

  

  

      
            

2! Таблица 4 

2" 

| xX’ у 7’ 

C4 у" хи |1 0 0 

6 и ° 

M у! Oe cos 6 sin 9 

xix” z’ || o | —sin6 | cos8 
Рис. 5.   
  

что ось Х”’ является экстремальным направлением для компо- 
0 

нента деформации ех», будем иметь: 

Е ==, == 21, 

a e 2 7 ° о ° ey a Syy C0878 e,, sin? 8+ e,, cos 4 sin 6, 
и —__ 7 e Я e о __ e an 

= yy sin? @-+- «cos? @—e,, cos 9 sin 9, (1.45) 
у и 

„=. гу = 0, 
a . 7 

в: == (2, —е,„) $112 0 + Eve cos? 0. 
ий Определим угол @ так, чтобы ‘удлинение е,, было 

экстремальным, условие чего получим, дифференцируя ey по 9 

и приравнивая производную нулю. Эта операция дает: 
f 

= 

И, (1.47) 
2 Е —е yy “we 

Отсюда следует, что каковы бы ни были значения 
ye Ey? Sze Всегда можно найти такой угол 8, при котором 

„ будет ‘экстремальным. Для этого же угла экстремальным 

а т и ey что легко установить, повторив применительно 

к нему описанные выше действия. Подставляя далее резуль- 
тат (1.47) в последнюю из формул (1.46), мы видим, что 
при выборе направлений У”, 2” из условия экстремальности гуу, 
в, компонент деформации eya получается равным нулю.
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Вышеизложенным доказано, что для всякой точки тела 
можно выбрать такие три взаимно перпендикулярных напра- 
влеиия x", У”, /’, для которых компоненты деформации 
о в, ®„ (а следовательно, и относительные удлинения 

Eg, Ey» Е „) будут иметь экстремальные значения, а компо- 
ненты деформации =, zy? ey & ye (a следовательно, и сдвиги 

Oy Qe) Pia) будут равны нулю. 

Огсюда вытекает, что какова бы ни была деформация 
тела во всякой его точке, можно указать такие три прохо- 
дящие через нее вблокна, которые, будучи взаимно перпен- 
дикулярны до деформации, остаются таковыми и после нее. 

Эти три направления назовем главными направлениями 
деформации в точке М (х, у, =) и обозначим соответствующие 
им эксгремальные значения компонентов деформации ет, 
6,» 6; ЧереЗ 1. ео, 5. 

Таким образом, отправляясь . от несомненного факта 
существования одного экстремального направления, который 
является следствием наличия у кубического уравчения (1.41) 
хотя бы одного вещественного корня, мы доказали затем 
существование трех таких направлений. Тем самым доказано, 
что все три корня уравнения (1.41) всегда вещественны. 
Единичные векторы, соответствующие главным направлениям 
деформации, будем обозначать через в,, 5а, 85. 

Удлинения волокои, имеющих до деформации эти напрз- 
вления, будут равны: 

= У1--2е, —1, 
A V1-- 2e,—1, (1.48) 

= V1 + 2e. +. 22, — 1. 

Косинусы углов, образуемых вектором $, с осями Х, У, Z, 
(1, ш,, у1), могут быть определены из уравнений: 

1 1 
ve — &) hy -+ Э Заур + ue = 0, 

ay) Рин вуз! == 0, (1.49) 

5 Exh Е р -Н(„— в) У =0. 

M+ wi ty = 1. 

и равенства
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Аналогично определяются и направляю:цие косинусы в.к- 

TOPOB @g, -@3 (Ag, ра» Уз И Ав» ae Vg). 
Так как в результате деформации волокна, направленные 

NO €,, @9, е,, оставаясь взаимно перпендикулярными, могут 
получить некоторый поворот, то нужно различать главные 
направления деформации для исходного и для окончательного 
положения тела. 

Единичные векторы главных направлений после дефор- 
мации (то есть направления, которые будут иметь после 
деформации волокна, имеющие до деформации направления 
E,, &, @g) будем ‘обозначать ет, вз, 23. 

Углы между взаимно пеупендикулярными векторами е., 
* г, е; и взаимно перпендикулярными векторами 21, $, 2 

характеризуют поворот, который в результате деформации 
получает бесконечно малый элемент тела, выделенный вокруг 
точки М. Несколько ниже этот вопрос будет освещен более 
подробно. 

$ 6. Преобразование параметров еж, Cy, Cer Coys Caer Sys 
H ®,, ®,, ©, при переходе от одних координатиых осей 

к другим 

`° Установим закон преобразования параметров (1. 6) и 
(I. 7) при переходе от системы Х, У, 7 к другой декарто- 
вой системе Х”, У’, 7’, направление осей которой, по отно- 
шению к осям первой системы, задано таблицею 3 (8 4). 

Составляющие перемещения произвольной точки тела йо 
новым осям будут выражаться через его составляющие по 
старым осям очевидными формулами: 

ui = uh, + vy, + wy, 

v= uh, +- Uppy Wo, = . ([.50) 

w' = uh; + Veg + Wrg. 

Подставляя первую из них в выражение 

, ди’ _ ди’ ди’ ду ди’ Oz Cg me Ot и === (1.51) 
2 д “ax *9 Oy ox’ |! д2 дх' 

и учитывая, что согласно (1.34) 

дх ду Oz 
Gxt ax le Ot (1.52)
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будем иметь: 

Coe = — Cog + ean? i 1+ Cae -- и + 

+ Cneh1¥1 TP Celt 11. (1.53) 

Выполняя ‘аиалогичные выкладки по отношению к осталь- 
ным параметрам (1.6), приходим к заключению, что данные 
параметры (6, @уу, е.„ @хуу @» @,.) преобразуются при 
переходе от одних декартовых координат к другим по такому 
же закону, по какому преобразуются компоненты деформации. 

Этот результат позволяет доказать, что в каждой точке 
тела существуют такие три взаимно перпендикулярных волок- 
на, для которых параметры е„„, еу,, е.., принимают экстре- 
мальные значения, а параметры еу,, е„., е,, равны нулю. 

Позволим себе, одчако, не останавливаться на этом во- 
просе, поскольку ход рассуждений в данном случае ничем не 
отличается от рассуждений, изложенных в предыдущем пара- 
графе. Существенно только отметить, что три волокна, обла- 
дающие указанным свойством, вообще говоря, не будут со- 
впадать с главными направлениями деформации в рассма- 
триваемой точке и, следователвно, углы между ними не будут 
после деформации оставаться прямыми. 

Параметры @„., Cyy, Cge имеют простой геометрический 
смысл, для выяснения которого рассмотрим линейный элемент 
тела dx, параллельный (до деформации) оси х. Проекция этого 
элемента (после деформации) на ту же ось, согласно первой 
ИЗ: формул (1. 8), будет равна: 

d= (1+ e,,,) dx. 

— 4 — ax - (1.54) 
ож == ах ’ 

Отсюда 

то есть ед’ есть относительное удлинение проекции на ось Х 
линейного элемента, направление которого до деформации 
было параллельно этой оси. 

Аналогичный геометрический смысл имеют и параметры 
у’ @.г (Но для элементов 4у, 42). Что касается ег,, т», ву, 

то в общем случае произвольно большой деформации они 
наглядного геометрического смысла, повидимому, не имеют. 

Остановимся в заключение параграфа на формулах пересчета 
Dy) у» ®, при переходе от одних координатных осей к другим.
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В системе Х’, У’, 2’ параметр щ„, будет определяться 
формулой: 

' Ow’ ov’ = — -— 1.55 2: Oy’ Oz’ ° ( о ) 

Подставляя сюда вместо ®’и OU их значения, согласно 
формулам (1.50), и, переходя от дифференцирования по У’ и =” 
к дифференцированию по х, у, 2, что можно сделать на 
основании формул (1.34), будем иметь: 

т’ == (роз — Уарз) -- Фу(уа^з — Аз) Г ®,(Аарз — ра^з). (1.56) 

По аналогии с этим результатом 

Wy! = Фуа — 13) -- ву — №зу1) Е в, (Аз — peg ht) (1.57) 
7 e 

0.” = «(мо — fg) ® (У, А — А) - «(Аи — Ао) 

Полученные три формулы могут быть упрощены, если 
учесть, что единичные векторы, определяющие` иаправления 
Х’, У’, Г’, связаны между собою (ввиду ортогональности 
осей) равенствами 

7 t .’ .’ .’ .7 .’ -- 7 .’ 

ip=iy Xk, ly=iz X12, 12 = 1c X ly, (1.58) 

rae символ xX означает операцию векторного умножения. 

Проектируя (1.58) на направления Х, У, 2 и принимая 
при этом во внимание таблицу косинусов 3, находим: 

№ = Pas — Vollg, Py == Vahg — Agvg, 1 == Хор — Л, 

ha = PV — Pig Pa = У3А, — Уз» Уз == Аз — Аз (1.59) 

Аа == ру — Во» Из == А — МУ» 3 == Ао — Ао. 
Это — известные соотношения между направляющими ко- 

синусами двух систем декартовых прямоугольных координат, 
написанные в предположении, что обе системы имеют одина- 
ковую ориентацию осей. Если бы одна система была правой, 
а другая левой, то в формулах (1.59) нужно было бы пере- 
ставить члены, стоящие в их правых частях. 

На основании (1.59) и сделанного выше замечания, фор- 
мулы (1.56, 1.57) принимают вид: 

Фр = ЕН (в), + Ons + %„У1), 

Oy =o (вл. + Orbea -- (Vo) ) (I. 60) 

We" === (o,Ag + Orbs + Уз), 

3 Bax. 8804, В. Новожалов.
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причем верхний знак должен быть взят, если системы Х, У, # 
и А’, У’, Е имеют одинаковую ориентацию, а нижний — если 
их ориентация различна. 

Отсюда видно, что параметры ®„, ®,, в, при переходе 
от одних осей к другим преобразовываются как проекции 
аксиального вектора &, длина которого равна 

=YV Ро Ро, (1.61) 
а направление задается косинусами: 

  

к Oy We 
cos (W, Х) = =» cos(w, Y)=—, cos(w, Z)== —. (1.62) 

§ 7. Геометрический смысл параметров Фу, ®,, @,. 

Совместим мысленно точку М с точкой М* и переиесем 
начало координат системы Х, У, 2 в эту общую точку (не 

изменяя направления осей). При 

2 м" этом векторы ММ, M* N* будут 
исходить из начала координат, 
имея проекции: 

MN ~dx, dy, dz. 

и [в - M*N*~ dt, dn, dt. 
Такое изображение (рис. 6) 

42 устраняет несущественное посту- 
„у Пательное перемещение охрест- 

49 Var WZ: ности точки М, позволяя сосре- 
a7 доточить внимание на сравнении 

х величины и направлении векто- 
—> —> 

Рис. 6. ров ММ и М*М№*, характеризую- 
щих относительное расположение 

точек М и М до и после деформации. 
Величины, определяющие изменение размеров линейных 

элементов тела и изменение углов между ними, обусловлен- 
ные деформацией, уже были изучены в предыдущих парагра- 
фах. Однако при деформации меняются не только относи- 
тельные, но и абсолютные направления волокон, ввиду чего 
бесконечно малый объемный элемент, выделенный из тела 
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в исходном его положении, получает в окончательном поло- 
жении кроме деформаций также и некоторый поворот. Употре- 
бляя этот термин применительно к элементу объема, изменяю- 
щему в процессе перемещения не только положение, но также 
размеры и форму, будем подразумевать под ним среднее 
значение поворота, получаемого всем множеством линейных 
элементов, принадлежащих данному объемпому элементу. 

При этом условимся назытать углом поворота волокна 
вокруг оси #, к которой оно до деформации перпендикулярно, 
угол Ф между этим волокном (в положении до деформации) 
и его проекцией (после деформации) на плоскость, перпенди- 
кулярную указанной оси (рис. 7). 

  
      

  

3 У, 

и 1“ 

ay 
, NV 

M м, ” ау 

мм" 919 ут ex a АЕ 
Рис. 7. Рис. 8. 

Чтобы выяснить величины, характеризующие поворот, по- 
лучаемый окрестностью точки М в результате перемещений 
и, 9, ®, обратимся к формулам (1.8) и применим их к част- 
ному случаю, когда линейный элемент : ИМ перпендикуляген 
оси С. Тогда 42 ==0 и формулы (1.8) принимают вид: 

di = (1 + eng) dx +(5 ту = , ду 

ад (ев в.) 4х 1-4, = (89) 
B= ($ — орда + (и о») dy. 

На рис. 8 показана плоскость Х, У, причем отрезок MN 
представляет собою линейный элемент до деформации (в на- 

3*
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туральную его величину), а отрезок МЛМ!,* — проекцию М*/№* 
на рассматриваемую плоскость. 

Как ясно из рисунка 

4 а ох, т. (1.64) 

Вводя во вторую из этих формул значения 4 и 41, согласно 
(1.63), будем иметь: 

1 : 
м gy (Cay + а) cos §-+- (1 + e,,) sin 6 

tg i — - 
(1 + e,,) cos 0 (5 ву — «,) 510 6 
  (1.65) 

Рассмотрим угол 

= 6*— 1, (1.66) 
то есть угол поворота волокна МА/ вокруг оси 2, получаю- 
щийся в результате деформации. Согласно формулам (1.65) 
и (1.66) 

1 td +194, (Feayte, \cos 0-+(1-+e,,)sind 

Е (14 eng) COS 8 =p (jeay— о, )sin 0 
  (1.67) 

Откуда 

Ww, a cos 26 4- еду) sin 26 

8, A (1.68) 
1 + ¢,,, cos?6 + ey, sin?6 ++ 5 tay sin 26 
  

Среднее значение tg, Bp uHTeppane oT 0==0 go 6 = 2x (TO 
есть среднее его значение для всех волокон, перпендикуляр- 
ных до деформации оси 2) определяется выражением: 

2n 
— 1 tg 4,.=5- f tey,d0 =1, + Ip. (1.69) 

0
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Здесь 
2 

Ws do. | 

= oJ То со’ 
о1 Не,» с0320 -- еу, $1176 -- 729 ony sin 20 

2к 

l= + Czy COS20 + (Cyy — ех«) 1128 48. (1.70) 

о 1-е С0510 + еуу 50 -- т ехуз 20 

Интеграл I, может быть взят путем подстановки 

f= 1+ Cyn C080 + ey, 8in®-} Sen, si28, — (1.71) 
которая дает 

    

    

  
  

  

    

  

=2к 

1 а 1 =e | аи | =° (1.72) 

Что касается интеграла [,, то он приводится к виду: 
2n 

Il,_= =f ® ao — = 

tS 2+ Cae + eyy + V Coco — Cyy)® + ery sin (25 + B) 
4r 

а Г. dy (1.73) 
2n 2 + Cum + бу + V (ax — yy)? + Ory sin Т 

где 

8 == arcsin/ a ) = 
7 \; У (6. — Cyy)* + ету. 7 

arccos fey 1.74 — агссо ( Теа =) . (1.74) 

Отсюда 
_—__ ] W, 

tg ф, == on и 1 2 x 

1 + Cae + Cy + lve Cyy — q Oxy (1.75) 

; (4 
(2 + ene + yy) tg + + Ve we — €yy)* + ey = 

‘| arctg 
    

  1 2
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Ввиду многозначности функции агс4 ( ) полученный ре- 
зультат неопределен. 

Однако эта неопределенность может быть раскрыта, если 
учесть, что при стремлении Com, Cyy, Coy К нулю, интеграл J, 

(а следовательно и {2 $,), как видно из формулы (1. 73), дол- 
жен стремиться К Wy. 

На этом основании в формуле (1.75) надо положить: 

. 4x+8 

(2 + Cae + Cyy) и + V xm — w+ ery 
==2n, (1.76)   arctg 

  

12 
у 1 + One + lyy + Cra Cyy — у 

что приводит к следующему выражению для ##%,: 

tg), == “a ==. (1.77) 
Уч + ea) (1 + ву) — 9 Oy 

Но аналогии с полученным. результатом можно написать 
еще две формулы: 

  

  

  
  

  

  

tg, = Са 

(1 + vy) ( + €sz) п“ бух (1.77) 

‚2, = =! = 

V/ (+ an) (1 + ese) — 5 2s 
определяющие средние значения тангенсов углов поворота 
вокруг осей Х и У линейных элементов тела, перпендику- 
лярных до деформации этим осям. 

Три параметра 1 ф„ 8$, 15$, характеризуют поворот 
бесконечно малого объема, окружающего точку М. Они про- 
порциональны ©, в, и в, и равны нулю, коль скоро равны 
нулю эти последние параметры. 

Но, как ясно из формул (1.60), если в, ®,, в, равны 
нулю в какой-либо системе координат Х, У, 2, то они бу- 
дут равны нулю и в любой другой системе координат., 

Отсюда следует, что при существовании в какой-либо 
точке тела равенств 

O, = 0, = 0, = 0, (1.78) 

 



$ 8] ВОЛОКНА, СОХРАНЯЮЩИЕ СВОЕ НАПРАВЛЕНИЕ 39 

линейные элементы, проходящие через эту точку, в среднем 
He будет получать поворота, относительно любой, прохбдя- 
щей через эту точку, оси. 

Таким образом равенства (1.78) являются условиями от- 
сутствия поворота произвольного бесконечно малого объем- 
ного элемента тела, окружающего точку М. 

$ 8. Волокна, сохраняющие свое направление 
после деформации 

Подойдем теперь иным путем к выяснению условий отсут- 
ствия поворота, установив попутно принципиально интерес- 
ный факт существования в каждой точке тела по крайней 
мере одного волокна, сохраняющего свое направление пр при 

деформации. Для такого волокна векторы MN u M*N* 
(рис. 6) будут одинаковы по направлению, в сияу чего их 
проекции должны подчиняться соотношениям: 

ах ау dz Х— const., (1.79) 

причем 
__ | M*N* | , he a I+ (1.80) 

где Е’— удлинение в направлении ММ. 
Подставляя в (1.79) значения 4, 41, 4, согласно фор- 

мулам (1.8), приходим к следующей линейной алгебраиче- 
ской системе: 

(ев В) (ели в) в + (вы ву) =0, 

(5 roy tae) A+ CyB) в + (3 „„— и») у= 0, (1.81) 

(52+ — вр) А (бен-ро )# +e Ey =0, 
в которой 

\= maT Y= any ТИВ 

суть направляющие косинусы искомого, не поворачивающегося 
при деформации, волокна, 

(1.82)
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Так как эти косинусы подчиняются равенству 

ep Ft ya — 1, (1.83) 

то нулевое решение системы (1.81) не будет решением за- 
дачи. Поэтому нужно приравнять нулю определитель, соста- 
вленный из коэффициентов системы (1.81), что приводит 
к уравнению: 

1 1 
Cx — Е’, F Cay — Фь 9 ег | Фу 

    
1 | 5 cy +- w,, Cyy — Е, 5 е„, — % | == 0. (1.84) 

1 1 ! 
7 xe Фу 5 eye + Фх, е..—Е 

ем Как доказывается в высшей алгебре, достаточным услови”- 
вещественности всех трех корней уравнений вида (1.84) 
является симметрия элементов определителя относительно его 
главной диагонали. Именно это обеспечивало вещественность 
корней уравнения (1.41). 

В отличие от (1.41), определитель (1.84) не симметричен, 
ввиду чего уравнение (1.84) будет иметь в общем случае 
всего один вещественный корень Е!. Подставив этот корень 
в уравнения (1.81) и присовокупив к ним соотношение (1.83), 
можно определить /1, #1, Vy — косинусы, задающие направле- 
ние не поворачивающегося волокна. 

При соблюдении некоторых соотношений между элемен- 
тами определителя, уравнение (1.84) может иметь и три 
вещественных корня. Не вдаваясь в подробное исследование 
данного вопроса, укажем (в качестве приблизительной оценки), 
что это может иметь место только, если максимальные пово- 
роты не превосходят максимальных сдвигов. 

Коль скоро поворот в некоторой точке тела удовлетво- 
ряет этому ограничению, то в этой точке могут иметься три 
волокна, не повертывающиеся при деформации, причем, в об- 
щем случае, они не будут взаимно перпендикулярны. Их на- 
правления определяются из уравнений (1.81) и соотношений 
вида (1.83), подобно тому, как это было изложено выше. 

Остановимся в заключении на частном случае, когда 

Og == Wy == w, = 0. (1.85)
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При этом определитель (1.84) становится еимметричен и 
все три его корня — вещественны. Аналогия, существующая 
в данном случае между уравнениями (1.41) и (1.84), а также 
установленная в $ 6 тождественгость закона преобразования 
параметров 6» 6,.....,е, С законом преобразования 
компонентов деформации, позволяет утверждать, что если 
в рассматриваемой точке тела имеют место равенства (1.85), 
то в ней существуют три и притом взаимно перпендику- 
лярных волокна, не изменяющих своего направления при 
деформации. Поскольку эти волокна остаются взаимно пер- 
пендикулярными и после деформации, то они неизбежно 
должны совпадать с главными направлениями деформации 
в рассматриваемой точке. 

В свою очередь векторы 31, 2%, г. (совпадая с направле- 
ниями не повертывающихся волокон) будут равны векто- 
рам 1, #», =, то есть главные направления в деформированном 

теле будут совпадать в данном случае с главными направле- 
ниями в теле до деформации. 

Мы пришли таким образом еще раз к заключению, что 
равенства (1.85) являются условиями отсутствия поворота 
в окрестности той точки, где они соблюдаются. Деформацию 
без поворота принято называть чистой деформацией. При 
такой деформации волокна, направленные по векторам з,, 82, 53, 
удлиняются, сохраняя свое первоначальное направление. 

$ 9. Инварианты деформации и поворота 

Развертывая определитель (1.41) в строку, приходим 
к уравнению 

=8 — a,e°-+- a,e— ay = 0, (1.86) 

B KOTOpOM | 

ag = One tb Eyy TH Seer | о (1.87) 

2 2 

@1 — Вуобуу -Е еже. Е бууЕ г — | (ежу -|- 2жг Е еуг), 

1 
Coa 5 Coys 5 Caz 

1 1 1 2 
40 = | 5®2у› Фу 5 eye | = Paa®yy ee — 4 (Ваабия Г 

1 1 
9 бе 5 буг’ zs     

+ eye + Вел — хубадбуг)-
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Так как корни этого уравнения (€,, 2, &3) не зависят 
от выбора направлений Х, У, 2, то не должны зависеть от 
этого выбора и коэффициенты @5, @, аа, являющиеся, следо- 
вателгно, инвариантами деформации. 

В силу известных соотношений, существующих между 
коэффициентами и корнями алгебраических уравнений, данные 
коэффициенты булут равны: 

43 = -- в -[ 8, 
а} == вв. в, 83 -|- вае,, (1.88) 

Qo => €1€g&s. 

Развертывая, далее, в строку уравнение (1.84), будем 
иметь: 

(E")® — 5, (E")? + 8,£" — 5 =0, (1.89) 

где 

ba = еж -- Cyy + Фа, 

1 2 
by = Cpglyy + Co xlaz + Cyy’22 Ч CA + Cree + eye) ++ (1.90) 

8 2 2 
-- о» -Р ву-Г ог 

1 1 
бт 9 бту 2 9 Paz -- ®у 

1 , 
Bo —|5 ху Tes уу 9 буд a | = табуу zg + 

1 1 
9 2х Фу, F Kye + 9х, 2.     

1 2 2 2 2 2 
+ 4 (Caryl ye! — буубле — Фшету — Camlyz) -- охе а  Oylyy 

2 + газ | охоуеу -- Фе х: | Фуфбуг. 

Эти величины, так же как и величины (1.87), остаются 
неизменными при преобразовании координат. Вспомнив анало- 
гию, существующую между законом преобразования компо- 
нентов деформации и законом преобразования параметров
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тж» буу..-°, @,» МОЖНО утверждать, что эти последние па- 
раметры должны иметь инварианты: . 

/ 

be = Dg = lage + lyy Tt ese: 
, __ 1 

Dy == Ca» Cyy + ©. x xe + уу 2 x (eeu + eae + eye) » 
/ 2 (1 . 9 1 ) 

bo = хо буу @гз ++ x (Cou Cre бу, — Col ys — буубхз — 

— 2. ев) 

но тогда инвариантами должны быть и выражения 

a ; 9 2 2 

bj = Bb, — 0 = wef oy +O, 
и / 3 2 9 

by B= бо — Ро == ® Cag +wy evy о, C2 + (1.92) 

+ Wy Oy Prey + Wg Oy Ogg Oy Wz Oye « 

По отношению к первому из ких это было уже доказано 
в ($6). 

$ 10. Общая картина деформации в окрестности 
произвольной точки тела 

—> 
Из формул (1.8) следует, что проекции вектора №* №* 

(то есть проекции произвольного линейного элемента тела 

после деформации) связаны с нроекциями вектора ММ (то 
есть с проекциями того же элемента до деформации) ли- 
нейными зависимостями. В соответствии с этим и обратные 
зависимости, выражаемые формулами (1.14), также будут 
линейными. Коэффициенты формул (1.8) и (1.14) нужно счи- 
тать постоянными и равными их значениями в точке М, так 
как учет их изменяемс сти равносилен учету в формулах (1.8) 
и (1.14) малых высшего порядка. 

Таким образом деформация бесконечно малой области, 
окружающей точку М, описывается линейным преобразова- 
нием с постоянными коэффициентами. 

Но при таком преобразовании, как известно из аналити- 
ческой геометрии, прямые превращаются в прямые, а пло- 
скости — в плоскости, при сохранении параллельности тех и 
других, если таковая имела место до преобразования.
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Кроме того, при таком преобразовании поверхности вто- 
рого порядка превращаются в другие поверхности второго 
порядка—в частности сфера превращается в эллипсоид 
(вообще говоря, трехосный). 

Отсюда следует, что всякий бесконечно малый параллеле- 
пипед, выделенный в теле до деформации, превращается 
в результате деформации в параллелепипед с другими (вообще 
говоря) размерами ребер и углами между ребрами. 

В частности, прямоугольный параллелепипед с ребрами 
dx, dy, dz, параллельными координатным осям, Гпосле дефор- 

2 

  

            
  

} 

"| (1+ т) 41 (1+Eylay - 

. 3 E$ 

f XS [1+Е21 42 Е, == 
dz. У 

4 

i” V dy Oe 
ат ey Ee 

о eo oj} __. —у 

x 

Puc. 9. Рис. 10. 

мации превращается в косоугольный параллелепипед с ребрами 

(1+- E,) dx, (1+ Ey) ау, (1-НЕ,) 42 и с углами между 
п п 

НИМИ 5 — Флу, > Pre, 7 — Pye (рис. 9). Параллелепйпед, 

ребра Которого nO  еформации совпадают с главными направле- 
ниями в рассматриваемой точке, после деформации остается пря- 
моугольным, имея ребра (1 -|- Е,) 4а,.(1-|- Ез) db, (1-+ Eg) de, 
где 4а, 46, 4с — размеры ребер до Деформации. 

Точки, расположенные до деформации на сфере радиуса 
ds, B результате деформации размещаются на эллипсоиде 
с полуосями (1--Е,) 45, (1-- Е.) 45, (1-- Ев) 4$, причем 
направления осей э1ого эллипсоида будут совпадать с ei, 

eo, Е, то есть с главными направлениями в деформированном
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теле. Последнее ясно из того, что полуосям эллипсоида бу- 
дут, очевидно, соответствовать экстремальные значения удли- 
нений (рис. 10). 

Вышеизложенное дает некоторое представление о характере 
деформации бесконечно малой области, окружающей точку М. 
Можно сказать, что эта область при деформации, во-пер- 
вых, получает поступательное перемещение, в результате ко- 
торого точка М совмещается с точкой М*, во-вторых, 
получает поворот, при котором волокна, направленные 

# & + 

ПО Е, 60, ез, становятся направленными по 81, 2э, ез, и, нако- 
Hell, получает чистую деформацию, при которой волокна, 

имеющие направления €1, So, 83, nonyuaor yardvenns £,, Eo, Eg. 
В предыдущих параграфах были изложены все сведения, 

необходимые для фактического определения (по заданным 
перемещениям и, 9, W) перечисленных выше трех факто- 
ров, определяющих окончательное положение и форму беско- 
нечно малого объемного элемента, мысленно выделенного из 
тела. 

Заметим, что поступательное перемещение и поворот 
объемного элемента не являются характеристиками его де- 
формации. ‚Последняя будет определяться только компонен- 
Тами ехх, Фу, Sees Sys Snes уг. 

Однако, если говорить о деформации тела в целом, то 
более характерными ‹будут именно перемещеиия его точек и 
углы поворота его волокон. 

Так, например, говоря 0 ‘деформации балки, обычно .под- 
разумевают под этим термином стрелку ее прогиба (то есть 
перемещение), а говоря о деформации вала — подразумевают 
закручивание одного его торца относительно другого (то 
есть угол поворота). 

С этой точки зрения перемещения и повороты могут быть 
названы характеристиками деформации тела в целом, а удли- 
нения и сдвиги — характеристиками деформации бесконечно 
малого объемного элемента тела. , 

Отмеченная двойственность понятия деформации, заклю- 
чающаяся в необходимости различать ее микро- и макро-ха- 
рактеристики, приводит к возможности двух различных тол- 
кований термина „малая деформация“. Под ним, согласно 
вышеизложенному, можно понимать либо малость удлинений
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и сдвигов (по сравнению с елиницею), либо малость пере- 
мещений (по сравнению с линейными размерами тела) и уг- 
лов поворота (по сравнени:о с единицею). 

Упомянутые два определения нельзя смешивать. Между 
тем, некоторые курсы теории упругости дают к этому повод. 
Дело в том, что классическая теория малых деформаций 
фактически покоится на допущении, что перемещения и по- 
вороты малы. Однако это оЭстоятельство редко оговарн- 
вают с должной четкостью, ввиду чего у читателя, привык- 
шего ассоциировать понятие деформации с ее компонентами, 
легко создается впечатление, что речь идет о малости удли- 
нений и сдвигов. Следует подчеркнуть, что предположение 
о малости перемещений и поворотов в большей степени 
ограничивает общность рассуждений, нежели предлоложение 
о малости компонентов деформации, прилем первое предпо- 
ложение влечет за собою, как следствие, соблюдение и вто- 
рого, тогда как обратное утверждение несправедливо. По- 
дробнее это выяснится из дальнейшего. Следует далее от- 
метить, что в тех случаях, когда необходимость малости 
перемещений указывается, обычно, не оговаривают по срав- 
нению с чем должны быть они малы. Между тем, такая 
оговорка совершенно необходима, так как перемещения 
суть размерные величины. 

Для выхода из положения некоторые авторы прибегают 
к понятию бесконечно малого перемещения, полагая его в 
основу рассуждений. Однако это решение вопроса пред- 
ставляется неудовлетворительным, так как совершенно не- 
ясно, в каких же пределах можно пользоваться теорией 

упругости, покоящейся на таком чисто формальном осно- 
вании. 

Перечисленные методологические неточности (свойствен- 
ные многим курсам теории упругости) заслуживают быть 
отмеченными, поскольку они касаются основ рассматриваемой 
Дисциплины. 

Со свсей стороны, употребляя в дальнейшем термин „ма- 
лая деформация“ ‚ мы будем под ним всегда подразумевать 
малость удлинений и сдвигов по сравнению с единицею. 
Если, кроме того, в рассматриваемых задачах будут так же 
малы перемещения и повороты, то это всегда будет специально 
оговорено.
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$ 11. Изменение объема 

Бесконечно мал ий параллелепипед с ребрами dx, dy, dz 
после деформации превращается в косоугольный параллеле- 
пипед, проекции ребер которого на оси Х, ТУ, Z будут 
в силу формул (1.5) равны: 

на ось Х (1-+-5=)а», 5 ay, 4 dz, 

на ось У & ax, (1+5) dy, Со ge, 

на ось 2 oe dx, Se dy, (1-452) az. 

Отсюда, воспользовавшись известной формулюй аналити- 
ческой геометрии, находим 

ди ди ди 

1-х › ‘бу? 9 
x | Ov ov dv — 

И" = Ox? 1+ ду Oz axdydz DAxdydz, (1.93) 

ow dw ow 

ax? Oy? bbe     
где У* — объем элемента после деформации. 

Разделив У* на У = ахауа2 (то есть на объем элемента 
до деформации) и обозначив через А отиосительное прира- 
щение объема, обусловленное деформацией, будем иметь: 

ди ди ди 
1+ Ox’ Oy’ Oz 

ov ov 9% 

ди daw Ow 
te? oy? | Tee 

Чтобы выразить ДА через компоненты деформации, возве- 
дем полученный результат в квадрат. Тогда, учитывая пра- 
вило перемножения определителей, а также формулы (1.22), 
получим: 

    

1-- 2Ехх, @зу» Ве 

-НАЯ =, 1-26, в, |. (1.95) 

Exe, Фу 1 +- 2e,,
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Отсюда, после раскрытия определителя, имеем: 

(1-Е 42) = (1 - 2е») (1 + 2eyy) (1 + 2e,.) +- 28 ry Exe ye — 
—(1-Н 2.) в, — (1 -+ 22,4) 2, — (1—2е,,) е? == 

= 1+ 2a,-+ 4a, + 82°, (1.96) 

r@e Ag, A,;, аа суть инварианты (Т.87). 
Таким образом окончательно 

A=Y1-+2a,+4a,+8a, ~—1= 

= VY (1 + 2e,)(1 + 2e,)(1 + 2e,) —1 = 

= (1 + £,)(1 + £,) (1 + £3) — 1 ‚ (1.97) 

где £,, Eo, &,—cyTb raaBHble yAMHeHHA B TOM TOUKe, rae 
вычисляется приращение объема. 

Заметим, что полученный результат не зависит от того, 
какой формы элемент выделяется из тела. В этом можно 
убедиться, рассмотрев сферу радиуса dS. После деформа- 
ции данная сфера превратится в эллипсоид с полуосями 
(1+£,) dS, (1-- В.) а$, (1--Е\) 4$. Вычтя из объема этого 
эллипсоида объем сферы и разделив разность на объем эле- 
мента до деформации (то есть на объем сферы), будем иметь: 

4 +89 (1 -+ By) (1 — By) — 1453 
рана 

— = —» 

5 458 

ав а-Еда-+ Е! (1.98) 
Полученный результат идентичен (1.97). 

  

  

  

$ 12. О величине удлинений и сдвигов 

До сих пор мы не налагали никаких ограничений на ве- 
личину удлинений и сдвигов. Однако такая общность рас- 
суждений в теории упругости, как правило, не нужна, ибо 
только немногие материалы (как например резина) сохра- 
няют свои упругие свойства при значительных относительных 
деформациях. Подавляющее большинство применяемых в тех- 
нике материалов (как, например, все металлы и их сплавы) 
упруги только при весьма малых (по сравнению с единицею) 
удлинениях и сдвигах. 

В качестве характерного примера рассмотрим сталь — нау- 
более употребительный в настоящее время материал, идущий
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на изготовление конструкций, подвергающихся значительным 
нагрузкам. На рис. 11 приводятся результаты испытания на 
растяжение образца, изготовленного из стали одной из марок, 
применяемых в судостроении. По оси абсцисс, как обычно, отло- 
жены относительные удлинения, а по оси ординат— напряжения. 

На этом графике участок ОВ соответствует упругой ста- 
дии работы стали, участок ВС — пластической стадии (пло- 
а комм" 
90 

40 

30 

20 

0 

  

98 iC 2 3 4 § 8 11 14 

Рис. 11. 

щадка текучести) и наиболее длинный участок СР — стадии 

упрочнения. Длина упругого участка в данном частном слу- 

чае равна 1,15. 10-3, длина площадки текучести 10-7, а 

длина участка упрочнения (до максимума кривой) 0,17 *. 

Эти цифры достаточно типичны и можно сказать, что для 

сталей вообще область упругих деформаций ограничивается 

относительными удлинениями, имеющими величину порядка 

10-3--5.10-3. Аналогичный порядок имеет для стали и 

предельная величина упругих сдвигов. 
Для цветных металлов (и их сплавов) цифры будут не- 

сколько иными, однако и для них область упругих деформа- 

ций ограничивается весьма малыми удлинениями и сдвигами. 

Из вышеизложенного следует, что, применяя теорию уп- 
ругости к металлическим конструкциям, естественно и разумно 
упрощать формулы путем пренебрежения удлинениями и 
сдвигами по сравнению с единицею. Отсюда“ наибольший 

практический интерес представляет теория малых деформа- 

ций, к рассмотрению которой мы и переходим. 

  

*) Фактически длина участка упрочнения еще больше ввиду 
образования иа образце шейки. Мы не вдаемся здесь, однако, 
в эти детали, поскольку для дальнейшего они не нужны. 

4 Зак. 3804. В, Невожилов.
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$ 13. Теория малых деформаций 

Упростим выведенные ранее формулы, исходя из допусти- 
мости пренебрежения удлинениями и сдвигами по сравнению 
с единицею. Вводя это упрощение в формулы (1.29), находим 

yy? Ey = Ezz. (1.99) E, — бух, Е, = е 

Пренебрегая далее Е„, Е’, Е, по сравнению с единицею 
в формулах (1.32) и считая, что сдвиги Фу, Фу. Фу малы, 
получаем: 

Pay ~ Coys Yaz ~ баг Фиг ~~ у. (Т. 1 00) 

Таким образом при малых относительных деформациях 
компоненты 2х, 6, ©, Могут быть отождествлены с соот- 
ветствующими удлинениями, а компоненты еу, е Е, — 
с соответствующими сдвигами. 

Формула для изменения объема (1.97), после пренебре- 
жения в ней произведениями удлинений по сравнению с их 
первыми степенями, принимает вид 

АЕ, E,-+ Ey (1.101) 

или, если учесть (1.99),. 

Ame, eg} &3 = Ag=ege + e,,+8,,. (1.102) 

Отсюда следует, что при малых деформациях инвариант 
а. можно отождествлять с объемным расширением. И, нако- 
Hell, вводя аналогичные упрощения в табл.’ | и 2, будем 
иметь табл. 5 и 6. 

wz) 

  

  

  

    
    

Таблица 5 

i ig ig 

х 1 1 
1 ехх “9 Cay — a -5` бжг -Ё Фу 

у 1 1-1 е i 5 у Г уу 9 62 Фа 

2 le т Ite > xz — Oy “7 Cys t On 53          
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В последней из них величины &;, определяются формулами 
(1.15). Возможность замены при малых деформациях табли- 
цы (2) таблицею (6) следует из того, что параметры Еь, E,, E; 
являются величинами одного порядка с удлинениями, а опре- 
делитель О, согласно формулам (1.94) и (98), равен: 

р=1--А=(1-- Е) а -- В) (1-- 85), (1.103) 
  

    

  

  

то есть равен единице, коль Таблица 6 
скоро удлинения по сравне- 
нию с единицей можно от- i, is iz 
брасывать. i 

Из вышеизложенного яс- 
но, что таблицы (5) и (6) x “11 “12 “13 
определяют косинусы углов |— 

между ij, ig, is (ij, in, 13) Y Ges do Cos 
и осями Х, У, 2 с погреш- 
ностью, которая может быть / 
оценена путем сравнения = od “32 “33             компонентов деформации с 
единицею; с этой степенью точности диагональные члены 
таблиц 5 и 6 могут единицу превышать. 

‚ Заметим, что если повороты велики, а сдвиги малы, то, 
при определении направлений волокон тела после деформации, 
вторыми можно пренебрегать по сравнению C первыми (ра- 
зумзется это не означает возможности пренебрэжения в дан- 
ном случае сдвигами вообще; в тех формулах, куда они будут 
входить не наряду с поворотами, их надо будет учитывать). 
Примерами такого упрощенного подхода к опредению напра- 
вления волокон деформированного тела являются гипотезы 
плоских сечений в теории балок и гипотезы Кирхгофа в 
теории пластин. И в том и в другом случае суть допуще- 
ний заключается в пренебрежении сдвигами по сравнению 
с поворотами. 

$ 14. Случай, когда малы ие только деформации, 
но и углы поворота 

Пусть малы по сравнению с единицею не только ком- 
поненты деформации, но и углы поворота. При этом напра- 

/ / ! 

вления векторов 1, 15, щи 1, 1» 13 будут, очевидно, мало 

4%
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отличаться от направлений Х, Уи 2, в соответствии, с чем 
диагональные члены таблиц | и 2 будут отличаться от еди- 
ницы только величинами второго порядка, а остальные члены 
этих таблиц будут величинами первого порядка (если считать 
величиной первого порядка малости максимальное значение 
угла поворота). 

Рассмотрим формулу (1.77), дающую среднее значение 
тангенса угла поворота элементарного объема тела вокруг 
оси 7. Эта формула, если учесть последнее из выражений 
(1.15), может быть приведена к виду: 

Wz ty, = 
"о У ш азз — о? У i w2 

  

  ‚ (1.104) 

откуда 

  

  ЗФ, = — 2. (1.105) 
V 33 

Но согласно табл. 6 при малой деформации аз; = с0$ (is, Z) 
и, следовательно, 

~~. wo 
sin, = ЗИ (1.106) 

У cos (iz, Z) 

Выше было отмечено, что косинус угла между осью Си 

вектором 3 в рассматриваемом случае отличается от единицы 
только на величину второго порядка малости. Кроме того, 

поскольку поворот мал, ®, будет отличаться ог зп Ф, только 
величинами третьего порядка. Отсюда, пренебрегая в фор- 
муле (1.106\ квадратами угла поворота по сравнеиию с еди- 
ницею, получаем: 

  

ЧА, (1.107) 

Но аналогии с этим’ результатом можно написать еще две 
формулы: 

Yy FL Oy, о, (1.107) 

Таким образом пренебрежение квадратами углов поворота 
по сравнению с единицею приводит к отождествлению пара- 
метров ,, ®,, ®, со средними поворотами элементарного 
объема вокруг направлений Х, У, 2.



$ 141 СЛУЧАЙ, КОГДА МАЛЫ УГЛЫ ПОВОРОТА 53 

А так как малые повороты суммируются как векторы, 
то можно сказать, что в данном случае объемный элемеит 
поворачивается на угол в вокруг оси, направление которой 
определяется косинусами (1.62). 

Исследуем далее возможности упрощения формул для 
компонентов деформации, вытекающие из предположения, что 
углы поворота и деформации малы по сравнению с единицей. 

Первая из формул (1.22) может быть приведена к виду 

1-Е 26, = < (5 Coy + w,) + 

+ (= е.— ву), (1.108) 

откуда следует, что она тождественно удовлетворяется, если 

положить: 

1 
5 Cay t % 

jt tee — oso, 2 exsin 0, COSY, 

У! + 2ex~ V1 - 2ехх 

1 
9 Cag — Фу 

V 1+ 2e¢5 

Аналогично, вторая и третья из формул (1.22) тождественно 
удовлетворяются подстановкой: 

1 

= sing, sin y,. (1.109) 

т sing sin x tw = cose 
V 1 2e,, ae £3 VT ey ra 

7 eye t Oy 
Vite, = 6IN Y_COS Yq (1.109) 

5. Cae + Oy . i Cyz— On . , 
УТ —= $11 Фз С05 Хз, Vite, == $11 Фз 511 Хз, 

1-е 

УТ oP 
но, согласно табл. 2, $; является углом между 1, и осью Х, 
фа-—— между 1 и осью У, $, — между Щи осью 2.
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Все эти углы имеют величину порядка угла поворота и, 
следовательно, в рассматриваемом случае, будут малы, На 
этом основании можем написать: 

У 1-Е 2е 2’ 

Ут ey 2’ 
а. 

Рем ny 8. (1.110) 
Vit, 3 

Отсюда, поскольку компоненты деформации предполагаются 
малыми, имеем: 

ge +2 

9 (1.111) 
, 93 

5.3 — е„. == > . 

Из этих формул следует, что в рассматриваемом случае 
Cony буу, е.. будут отличаться от соответствующих компо- 
нентов деформации только на величины порядка квадратов 
углов поворота. 

Подставляя затем (1.109) в три последних выражения из 
формул (1.22), будем иметь: 

ту 

УП -2е,=) (1+ 2eyy) 
+ Cos og sin 9, cos xy, + sin 9, sin gg sin y, COS Xa, 

Cre . 
==Cos%, sin, cos (1.112 

V (+ 2px) (1 + ,,) 1 SIN Fe COSY 
+ cos 9, sin 9, Sin y,-+- sin 9, sin 9g cos y; sin 73, 
Eye 

У (1+ 2e yy) (1 + 22,2) 

+ 60$ фз $11 фа с0$ Ха -- $1 фа $1 фз $т y, Cos Xz. 

Пренебрежем здесь компонентами деформации по сравне- 
нию с единицей и отбросим все члены, содержащие ф, выше 
чем во второй степепи. 

  == COS 4, Sin 9, sin y_ +   
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Тогда. получим: 

ву Po SiN Yo 4 COS YX + 9192 Sin x, COS Xo 

Exe Pg COS Xz +, Sin Y, + PyPgcosy, Sin xg, (1.113) 
Eye = Pg SiN Xg + Pq COS Xq-t PaPg SIN Yq COS Хз. 

Производя аналогичные упрощения в формулах (1.109), 
находим: 

1 1 5 Cay te A COS X 1, Hy Cay — Vz = Pq SIN Xa, 

1 | 1 a 
F Cxe 1 Фу = Pg COS Xa, 5 биг — Фу, Эт Ха, (1.114) 

1 1 : 
5 бу -- 92 960$), Hy Cys — Oa = Hg SIN Yg0 

Используя эти приближенные выражения, можно привести 
формулы (1.113) к виду: 

лу — 6 ху 2 $1 Фа sin Y¥1 COS Yo, 

Enz — nz = PiPg COSY, Sin Yz, (I.115) 

eye бу 27 Фа в sin Ха С0$ Хз» 

откуда вытекает, что параметры ез,, 6„., Cy, отличаются 
от соответствующих компонентов деформаций только вели- 
чинами порядка квадратов углов поворота. 

Полученные результаты позволяют перейти к непосред- 
ственной цели исследования -— упрощению формул для ком- 
понентов деформации. В основу упрощения положим при 
этом возможность пренебрежения углами поворота и компо- 
нентами деформации по сравнению с единицей. 

Рассматривая первую из формул (1.22) 

1 1 2 1 2 = as +5 | oa + (% Cay +%) +(5 eae %) | (1.116) 

видим, что в ней можно отбросить квадраты параметров ет», 
6, @х„. Так как, согласно доказанному выше, учет этих чле- 
нов равносилен. удержанию в формуле наряду с первыми 
степенями деформаций и вторыми степенями поворотов так 
же вторых степеней деформаций и четвертых степеней пово- 
ротов, что находилось бы в противоречии с намеченной си- 
стемой упрощений.
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Отбрасывая указанные члены, приходим к формуле: 

1 2 2 enn = Crab 5 [ыы о, — Egg Oy Loy oF]. (1.117) 

Если подставить сюда вместо ех,, е„ их выражения через 
компоненты деформации и углы поворота, то появятся квад- 
раты деформаций и кубы поворотов, из чего следует, что 
первые два члена квадратной скобки формулы (1.117) суще- 
ственно меньше двух последних ее членов. Это позволяет 
написать: 

1 
fea © lan (ву -- чз). (1.118) 

Аналогичным образом могут быть упрощены и остальные 
из формул (1.22). В итоге получатся следующие приближен- 
ные выражения для компонентов деформации 

1 о 2 

1,2 2 
Cay FS Cyy x (x -Р 9), ег АБ, — Og, (1.119) 

1, 2 2 

справедливые с точностью до пренебрежения углами пово- 
рота и компонентами деформации по сравнению с единицей. 

Следует отметить, что в частных случаях эти формулы 
могут поддаваться дальнейшим упрощениям. Так, например, 
может оказаться, что из составляющих угла поворота одна 
или две будут весьма малы. Тогда их можно будет отбро- 
сить, сохраняя лишь ту (или те) составляющие поворота, 
которые существенны. 

В заключение подчеркнем как важный момент вышеизло- 
женных рассуждений, что из малости поворотов и деформа- 
ций по сравнению с единицею отнюдь еще не следует, что 
они являются величинами одного порядка. Именно поэтому 
в формулах (1.119), наряду с членами, содержащими пара- 
метры 6 ...›е,. В первой степени, приходится удержи- 
вать также члены, содержащие повороты во второй сте- 
пени,
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$ 15. Переход к формулам классической тебриия 

Предположим теперь, что квадратами и произведениями уг- 
лов поворота в формулах (1.119) можно пренебречь. 

В этом частном случае мы приходим к следующим вы- 
ражениям для компонентов деформации. 

ди ди до 
Sea Cra = Fe ny lay = FT Ox? 

ди ди Ow 
уу 7 yy = Dy? ne ne = Fg Tae» (1-120) 

Ow до Ow 
виа Ре == 5, 6, Ау: == a5 + бу 

то-есть приходим к формулам классической теории упругости. 
Из содержания двух предыдущих параграфов видно, что 

использование линейных выражений для компонентов дефор- 
мации [формул (1.120)] возможно лишь при соблюдении сле- 
дующих двух условий: 

а) удлинения, сдвиги и углы поворота должны.быть малы 
по сравнению с единицею, 

6) квадратичные комбинации углов поворота, входящие 
в формулы (1.119), должны быть малы по сравнению с соот- 
ветствующими компонентами деформации. 

Последнее условие, грубо зоворя, может быть сформу- 
лироваио как требование, чтобы квадраты углов поворота 
были пренебрежимо малы по сравнению с удлинениями и сдви- 
гами. Если тело массивно, то-есть имеет одинакового порядка 
протяженность во всех своих трех измерениях, то соблюде- 
ние условия а влечет за собою и соблюдение условия 6. 

Иначе будет, если тело является гибким, то-есть имеет 
в одном или двух направлениях существенно малые размеры 
(стержень, пластина, оболочка). В этом последнем случае 
углы поворота могут значительно превосходить удлинения 
и сдвиги, и применение формул (1.120) становится, вообще 
говоря, необоснованным. / 

Из вышеизложенного следует, что областью применения 
линейных формул (1.120) является по преимуществу дефор- 
мация массивных тел, а областью применения нелинейных 
формул (1.22 и 1.119) — деформация гибких тел. 

Однако, формулы (1.120) применимы и к некоторым за- 
дачам о деформации гибких тел. В частности ими можно
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пользоваться при рассмотрении изгиба и кручения тонких 
стержней (при условии, что стержень не подвергается одно- 
временному действию осевых сил, а углы поворота его сече- 
ний, хотя и велики по сравнению с деформациями, но малы 
по сравнению с единицею). 

Нетрудно объяснить, почему, например, кручение остается 
задачей классической теории упругости. Дело в том, что 
в этой задаче большим по сравнению со сдвигами является 
только один из углов поворота (®,— если считать, что 
ось Х направлена вдоль стержня), два же других угла по- 
ворота — суть величины одного порядка с деформациями. 

В то же время существенную роль в кручении играют лишь 
два компонента деформации: 

Enz ~~ Cre — Oy ®,, 

причем последние члены в данных выражениях могут быть 
отброшены (несмотря на то, что ®„ значительно превосхо- 
HUT py WH е„.), поскольку, как было выше отмечено, ©, и 
«,„—— весьма малы. . 

Этот пример показывает, что определение круга приме- 
нимбсти формул (1.120) требованием, чтобы квадраты углов 
поворота были пренебрежимо малы по сравнению с дефор- 
мациями, как уже указывалось, не всегда является точным. 

Фактически область применения линейных формул оказы- 
вается несколько более широкой. 

В заключение параграфа следует обратить особое вни- 
мание на установившуюся в большинстве курсов теории 
упругости традицию называть формулы (1.22) „компонентами 
конечной деформации“. Тем самым неизбежно (даже если 
это явно и не говорится) выражения классической теории 
упругости (1.120) воспринимаются как „компоненты беско- 
нечно малой деформации“. 

Между тем, из содержания этой главы совершенно ясно, 
что степень малости удлинений и сдвигов по сравнению 
с единицею вовсе не является достаточным критерием для 
перехода от формул (1.22) или (1.119) к формулам (1.120). 
Существенную роль при решении данного вопроса играет 
так же и величина углов поворота. 

В некоторых задачах определение деформаций линейными
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формулами оказывается недопустимым даже при весьма малых 
удлинениях и сдвигах (сжатие тонкого стержня, изгиб тонкой 
пластины). В других задачах эти формулы будут пригодны 
при гораздо более значительных удлинениях и сдвигах (рас- 
тяжение стержня, изгиб толстой пластины). 

Таким образом и нелинейная теория упругости и класси- 
ческая теория упругости занимаются конечными деформаци- 
ями и притом, как правило, деформациями одного порядка 
малости. 

Будь иначе — классическая теория упругости не имела бы 
никакого практического значения. 

Разница между подходом этих двух теорий к определению 
деформаций заключается лишь в том, что линейная теория 
прёнебрегает влиянием поворотов на удлинения и сдвиги, а 
нелинейная теория его учитывает, в соответствии с чем не- 
линейная теория охватывает все задачи о деформации тел, 
а линейная —только определенный круг задач. 

Последними словами мы отнюдь не хотим умалить значение 
классической теории, которая дает вполне согласующиеся с 
истиной решения многих практически важных проблем. Ес- 
тественно, что нет никакой нужды трактовать эти проблемы, 
как нелинейные. 

Однако, в. то же время далеко не все задачи о деформа- 
ции тел охватываются классической теорией: ряд проблем 
из нее выпадает (см. предисловие) и должны рассматриваться 
в духе нелинейной теории. 

Сказанное представляется достаточным для отказа от 
наименования нелинейной теории деформаций теорией конеч- 
ных деформаций. 

$ 16. О переходе к криволинейным координатам 

До сих пор предполагалось, что положения точек тела 
задаются в декартовой системе координат ХУЙ. Иногда, при 
решении конкретных задач, выгоднее пользоваться для этой 
цели криволинейными координатами. В связи с этим выясним 
правила преобразования выведенных выше формул к произ- 
вольным ортогональным криволинейным координатам. 

Пусть криволинейные координаты связаны с декартовыми 
посредством формул 

x = fi, (a1, Ha, ag); у = fo (4, Fa 93), 2 = fg (%4, Fo, 2g). (1.121)
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Данные формулы определяют три семейства кривых — 
координатные линии &,, &,, и ®,, причем каждой точке про- 
странства соответствует пересечение трэх линий, принадлежа- 
щих различным семействам. 

Обозначим единичные векторы, касательные к координат- 
ным линиям, соответственно через К,, Ко, К.. В силу пред- 
полагаемой ортогональности криволинейных координат, эти 
векторы будут взаимно перпендикулярными и будут обра- 
зовывать в каждой точке триедр локальных координатных 
осей (локальными их называем потому, что их направления, 
в отличие от декартовых осей, изменяются при переходе от 
одной точки к другой). 

Проекции перемещения какой-либо точки. тела на напра- 
вления К,, Ко, К, Построенные в той же точке, будем обоз- 
начать через и, 9, Ws 

Как доказывается в курсах линейной теории упругости 
(см., например [28] или [*]), параметрам ех», еуу› @..) @ру» Фа 
е,‚ соответствуют в ортогональных криволинейных коорди- 
натах выражения 

1 ди 1_ ОН: 1 OF, 
—~ Fi “Oa, “THA He `дао о Н.Н да“ 

=f tt gy Pot ay ee о дао НН» даз Hs Oa; 

@зз == Н. да, Тя. Gat ur A `да- ао UV, (1.122) 

| Н. 9 д и 

1 — Hy 0a, G+ TA, я, дах Ga -), 
р д д w 

“13 = Hy Oa3 Gabe a 0a, (a) 

er) — 22 (2)4 Нз toa (ia) 

где Н,, На, Н, — суть коэффициенты Ляме. 

H=V (se) +(e) +(e)» 

nV ETE), os 
Hs=V (525) + (Ge) + (Ge) 

C11 

ао 
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Соответственно параметры ®»’, ®,, ©,, будучи отнесены 
к произвольным ортогональным кривопинейным координатам, 
выражаются формулами 

1 fo д [ 20, = a7, | son (Haw) — ze (Hee) |, 
209 = Fr | am, (Ht) — zat) (1.124) 

205 = a | за (Ha) — ge (Hw) |, 
которые представляют собою известные формулы для ком- 
понентов вихря. 

В линейной теории упругости, основанной на предполо- 
жении, что деформации и повороты малы и сравнимы по ве- 
личине, параметры е,!, ео, езз будут удлинениями линейных 
элементов, имеющих направления К/, Ко, К, параметры е\о, @1з, 
е›з — будут сдвигами между этими элементами, а W,, Wo, ®;— 
углами поворота объемного элемента тела вокруг К, Ко, Kg. 

В общем случае при произвольной деформации перечис- 
ленные параметры не будут уже иметь столь простого гео- 
метрического смысла и не могут быть отождествляемы 
с компонентами деформации и углами поворота. Для ком- 
понентов деформации мы вывели (в декартовой системе коор- 
динат) формулы (1.22). Данные формулы конструируются 
из параметров е и ®«, правила преобразования которых выше 
были выяснены. | 

Это позволяет сразу же написать следующие общие вы- 
ражения для компонентов деформации в произвольной орзо- 
гональной системе координат: 

ауры] 
ean = bag tg ES (5 C4 — og) + (5 og + »,) | 

Egg == gg > |e + (5 é.3- о) + (5 ез — о) | 

ео == Fiat ei (> а — в) Не (> €o-+ оз) -| 

+ (5 243 — в) (5 ев -- <), (1.125)
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C13 = Cig eit (> eT wg) + sg (5 %10— оз “+ 

“+ (> €ra-b оз) (5; ваз — о, , 

£93 = @оз -{- Can (5 C93 — в Tr gg (+ C931 о, “+ 

“+ (Fe1a— os) (5 eis о). 

Здесь параметры е и w определяются формулами (1.122) и 
(1.124). 

Относительные удлинения линейных элементов, имеющих 
до деформации направления К,, К., К., будут равны 

E,=V1+2e,,—1, 

В. = У1-- 2. — 1, 

E, = V 1+ 2eg5 — 1. 

Соответственно сдвиги между теми же линейными элемен- 
тами определяются формулами: - 

  

  

. Ш 212 

om Pie = (1 В) (1+ В.) 
: __ #13 

Уп $18 — EE) TE Ea’ (1.126) 
E93   

Sin 93 = Ey (14 Ep) 
При малых удлинениях и сдвигах эти формулы могут 

быть упрощены подобно тому, как это было сделано (5 13). 
Соответственно, к этим формулам применимы и другие упро- 
щения из числа тех, которые рассматривались в предыдущих 
параграфах.
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$ 17. Напряжения 

В этой главе будут исследованы условия равновесия произ- 
вольного, бесконечно малого объемного элемента деформи- 
рованного тела. 

Выделяя мысленно такой элемент, нужно приложить к нему 
силы, распределенные по ограничивающей его поверхности, 
которые будут представлять собой воздействие на объем- 
ный элемент окружающей его среды. Рассмотрим на данной 

говерхности элементарную площадку @а®. Ее ориентация 
может быть задана единичным вектором нормали п, который 
будем считать положительным, если он направлен во внеш- 
нюю сторону по отношению к выделенному объему. При- 
ходящуюся на рассматриваемую площадку силу обозначим 
через с4®. Вектор с является интенсивностью поверхност- 
ной: нагрузки на площадке 48. Его величина и направление 
будут зависеть как от положения площадки (которое может 
быть задано координатами ее центра тяжести $, 1, (©), так 
и от ориентации площадки (то есть от п). Но совокупность 
6 т, С определяет радиус-зектор г, проведенный из начала 
координат к центру тяжести площадки, в соответствии с чем 

с = с (г, п). (П.1) 

Таким образом интенсивность поверхностной нагрузки 
является функцией двух векторов. Заметим, что по отноше- 
нию к й эта функция будет нечетной 

б (г, п) = — < (г, — п). (П.2) 

Носледнее обусловлено тем, что действи? среды на пло- 
щадку 4® объемного элемента должно быть равно по ве-



64 РАВНОВЕСИЕ ОБЪЕМНОГО ЭЛЕМЕНТА ТЕЛА [ran 

личине и обратно по направлению действию этой площадки 
иа прилегающую к ней площадку среды, ориентация которой 
определяется единичным вектором — п. 

Вектор с будем называть напряжением, отмечая его 
в дальнейшем нижним индексом, указывающим направление 

нормали к той площадке, на которой оно действует. 
Покажем, что достаточно знать значения напряжения на 

трех взаимно перпендикулярных площадках, проходящих 
через точку /(* деформированного тела, чтобы иметь воз- 
можность найти его значения и на любой другой площадке, 
проходящей через ту же точку. 

С этой целью рассмотрим объемный элемент, предста- 
вляющий собою тетраэдр, три ребра которого пусть будут 
параллельны координатным осям XYZ и равны соответ- 
ственно 4% 4, 4. 

Для того, чтобы данный элемент находился в равновесии, 
необходимо, прежде всего, чтобы `сумма всех сил, на него 
действующих, была равна нулю. Следует помнить при этом, 
что, кроме поверхностных сил, на элемент будут действо- 
вать также и массовые силы, распределенные по его объему 
(например силы веса или инерционные силы), значение ко- 
торых ввиду малости элемента можно считать постоянным 
во всех его точках. 

С учетом этого замечания условие равенства нулю суммы 
всех сил, действующих на тетраэдр, запишется следующим 
образом: 

ааа —0 

(11.3) 

¢,a2 ое +o, ae o_ , oe = 

Здесь 

48 — площадь наклонной грани тетраэдра; 
п  — единичный вектор ее внешней нормали 

‚В —_ среднее значение удельной объемной силы, прихо- 
дящейся на тетраэдр (например среднее значение 
удельного веса или среднее значение инерционной 

силы, отнесенной к единице объема); 
в-: — напряжение на площадке, перпендикулярной оси Х; 
O_, — напряжение на площадке, перпендикулярной оси У; 0 
с_. — напряжение на площадке, перпендикулярной оси 2.
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Индексы трех последних напряжений отрицательны, по- 
тому что внешние нормали к соответствующим площадкам об-. 
ратны по направлению координатным осям (рис. 12). 

    
Рис. 12. 

Разделив (П.3) на dQ x принимая во. внимание формулу 
(II. 2), будем иметь: 

аа 44 didn pdidnde 
946 + ogo Г 9 2ао —Р-баб › ©1-4) 

фах d 
от, м, т суть проекции наклонной грани те- 

траэдра на плоскости УЙй, ХЁДи ХУ, в соответствии с чем: 

414 44% 454 iD = COs (n, Х), oo = COS (n, 7), sae = COS (n, 2). 

(1.5) 
аа 

Кроме того, дробь — чо ‘представляет собою отношение 

объема тетраэдра к площади его наклонной грани и, следо- 
вательно, будет величиною Порядка линейного размера те- 
траэдра (то есть бесконечно малой величиной). Отсюда вы- 
текает, что последний ‘член формулы (П.4) будет так же 
бесконечно мал и может быть отброшен, поскольку осталь- 

в na % 

  

5 Зак. 3904, В, Новожилов, !
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ные члены формулы конечны. В результате вышеизложенного 
приходим к векторному равенству 

в» =0;с0; (п, Х)-- <, с0$ (п, У) -|- в, соз (п, 2), (П.6) 

выражающему напряжение в точке /М* на площадке, внеш- 
няя нормаль которой задана единичным вектором п, через 
три напряжения на площадках, перпендикулярных коэрди- 
натным осям. 

Таким образом напряженное состояние тела в окрестно- 
сти произвольной точки // полностью характеризуется 
векторами с, 6, в‹, величины и направления которых, ра- 
зумеется, зависят от выбора направлений осей X, Y, Z. 

§ 18. Формулы Для пересчета компонентов напряжения 
при переходе от одной системы координат к другой 

Обозначим через 

Ore, En о — проекции Or Ha Xx; Y, Z, 

1 На Х, 7, 2, 

с, 9», 6х — проекции в, на Х, У, 2. 

Е, би» 9х — проекции в 

Совокупность девяти величин Oe; назовем компонентами на- 

126 „ пряженного состояния в системе 
лица. аолиц Х, У, 2. 

Выясним, как будут выра- 

  

  

  

X | ¥ 2 жаться эти величины, если вместо 
системы ЛХ, У, & взять другую 

x’ | m | om прямоугольную систему Х", У’, Z’, 
‘направления осей которой по 
отношению к осям предыдущей 

у ly Mo No системы задаются таблицей ко- 
синусов (7). 

Косинусами нормали к пло- 
щадке, параллельной MAOCKO-TH 
2’ У’, будут, очевидно, 1, ту, п, 

(поскольку нормалью к 9TOM плоскости является X’). 
Отсюда, согласно формуле (П,б), 

Sy = 6:11 +- 5. + Sclly, (11.7) 

  

  

7’ ls Msg Ng            
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проектируя это выра кение на оси Х”, У’, 2', будем иметь: 

ве" == (ый == (вет, -[ (дем, 
ет’ = (< + (F,,) 1%, + (<) бл» (П.8) 

ву == (дей -Н (дет, -- (вдепь, 

но проекции векторов ©, 9, ©, на оси А", У’, 7” могут 
быть выражены через их проекции на оси Х, У, 7, а именно: 

(сз) ==ок с03 (А, Х’)-- в, с0з (У, Х)-- 

+ dx cos (Z, Х’) == Рот, Рок, 
: (се — Я + Ong ly -- И» 

(воз == -Рчыти ии, (11.9) 
(<), = Oily +- Иа -Е 9% Ио, 

(s,),’ = Sele + “.Ть-- СП» 

(с).’ = вер -Ноата -|- 9ииз 

(се == 0 15 -- 9ы Ша -- 9, Из, 
(буи = 9-Е ол Из -- 9 И, 

(ди == -[ 9 ть 9% Ив. 

Подставляя эти выражения в (П.8), находим; 

Oe = деи == он Д-- тии -- а т -- (Нор) myly + 
-Е (oe, HE ee) Ly (5,5 + Sen) тп, 

=, 0 / == ЧЕ Lily + Oy My Mg fey My Mg 

fog, Lg + O,¢ lgitty Но Ипа -Н ок дп 5 — (1.10) 

$9," MyMy +o, ть, 

о Garey = Geel ly о ИИ дц, та -- д ти 
Ht og Lyng Рок И -Ё 9 ТИ Se, My My. 

Теперь по аналогии могут быть написаны и выражения 
для остальных компонентов напряжения. Заметим при этом, 
что, как будет показано в одном из следующих параграфов, 
в любой системе координат: 

то-есть при перестановке индексов ‘величина компонента 
напряжения не изменяется, 

ба
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Учитывая этот доказываемый в дальнейшем факт, будем 
окончательно иметь: 

f 2. 2 | 
Сок И -- 9 т +, Иа -- 29. т, -- 20 ит, -- 20, my My, 

, а 2 | 
тт = Ore i -- San My -- Orr Neg -- 265, laity + Qerlots + 

+ 20,0 ТоПо, (И. 1 2) 

у 2 2 | 2 
вх = СЕ [3 -- Cnn m3 -- Scr Nes +- 232, тз-- 20. Втз--29 с Mgls, 

! 

Og, 58 Ч’ == Е Аа -- ви Тута аи папа -- вл (ито +-L.m,)-++ 

= эк (диз - fg) + 9% (тупа -- топ), 

/ / 

+ See (L213 -- 13": ) ++ Our (1M -+ mM), 
, | 

On = С, == да -- бул 719713 -|- оке Поп -- Sey (Lait, -+ Lyra) 

-Н ок (из по) + One (таз -- тзпа). 

Сопоставляя формулы (П.12) с формулами (1 36), видим, 
что компоненты напряжения преобразовываются при переходе 
от одних осей к другим, подобно тому, как преобразовы- 
ваются величины | 

1 1 .\ 

enn -5 Say» 9° 

1 
5 бу nye 9 буг | . (8) 

1 1 
9 Cpa > Cry) 

На основании этого ряд положений, доказанных в пре- 
дыдущей главе применительно к компонентам деформации, 
могут быть немедленно высказаны и для компонентов напря- 
жения. В частности, можно утверждать, что в каждой точке 
деформированного тела существует три таких взаимно пер- 

. / / / 
пендикулярных направления, для которых сё, 9, Oye будут 
равны нулю. 

2 °  
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Косинусы / т, п, определяющие одно из этих направле- 
ний, могут быть найдены из уравнений: 

(ок — 9) 1 ++ 9%, т-роц и ==0, 
91-Е (ви — в) т-- в, п ==0, (П.13) 

и Г-- чт - (в, — в) п=0 
и равенства 

(24. mat n? = 1, . (11.14) 

причем входящий в систему (П.13) параметр с является одним 
из трех корней кубического уравнения 

бЕ— 5, бы, бы |. - 

че» Syn Чи. = 0. (П.15) 

ЧЕ» би би в 

Ввиду того, что элементы этого определителя симметричны 
относительно его главной циагонали, все корни ypaBHe- 
ния (1.15) будут вещественными, в соответствии с чем можно 
написать три системы вида (П.13) и найти из них затем все 
три направления, соответствующие экстремальным значе- 
НИЯМ 0, С, би и нулевым значениям о;„, ск, 9х. При этом 
экстремальные значения 0% 9., оси (обозначаемые 
в дальнейшем с1, со, сз) будут равны корням уравнения (П.15). 

Условимся называть се, с», ох, нормальными напряжения- 
ми на площадках, перпендикулярных координатным осям, 
а Sty, Str, °„— касательными напряжениями на тех же 
площадках. 

Соответственно экстремальные ° значения нормальных 
напряжений в точке М*: с;, во, с; будем называть главными 
нормальными напряжениями в ЭТОЙ точке, а направления 
нормалей „к тем площадкам, на коих они действуют, будем 
называть главными направлениями напряженного состояния. 

Формулы (П.13), (П.14) и (П.15) позволяют определить 
в каждой точке тела величину главных напряжений и ориен- 
тацию площадок, на которых они действуют, коль скоро 
известны во всех этих точках компоненты напряжения, от- 
несенные к произвольной системе осей Х, У, Z. 

Развертывая'” определитель (П.15) в строку, приходим 
к уравнению. 

- 08 — С998-|- 616 —6=0, - (11.16)
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коэффициенты которого 

Cy = Oe - Gay See =F 94 -f Fg ~f gp 
2 

C, = бт + GeeSee бб Sen 
2 2 

— Cer — One = 6169 -- 6165 + 6233, (iI. 17) 

2 9 2 
ly = eG See $- WE pTEeFae — ебу, — Fyn Vee Ser Ey = 

— 519293 

не изменяются при переходе от одних осей к другим и пред- 
ставляют собой инварианты напряженного состояиия в каждой 
точке деформированного тела. 

$ 19. Условия равновесия элементарного параллелепипеда, 
выделенного из деформированиого тела 

Выделим из деформированного тела элементарный прямо- 
угольный параллелепипед, ребра которого пусть будут 

7 - 

6.4547 

A, / 8, 
  

  

  

у д..апас | Vw Е27 

| 7 

0 || 17226 
' 1 „ 9148 4 

| edgar ~~ sf 7 

|= -=- _ Рав А 8 
en 4 

5.414 и 
yo \       
  

Рис. 13. 
x 

napanienbHb! ocam X, Y, Z u paBubl cooTBeTcTBeHHO a, dn, 
Ф (рис. 13). 

Грани этого элемента характеризуются таблицей 8.
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Таблица 8 

| Наименование Координаты цеитра тя- Площадь Ориен- 

грани жести ее площади грани грани 

dt 
AA,B,B by о » 6 +3 аа —i, 
  

росс Ея, СЯ | ant | +4, 
  

а 
ОБ, А, А <, 1,6 +5 а —1, 
  

dé а 
BB,C,C НО, На ах | 
  

ADCB ЕО, 5 dtdy —i, 
        dt, d 
A,D,C,B, | E+ nt S+ae |. вал +i,     
  

В соответствии с этим на них OyayT дейс?вовать сле- 
дующие поверхностные силы (которые определяем с точностью 
до величин третьего порядка малости) 

AA,B,B ~o-_(&, a-+ 5 dn, S45 dt) dnd = 
1 0% = — [65,59 og dnt + alana, - 

росс (+, + zi ео = 

=: 0)-+ 5 ит pe dn ty нах, 
DD,A,A ~e-, E+ 5a, ated dt) dtd, = 

=—{e, в ъ9-- ата аа, 

BB,C,C о, ча, ак = 

= [ва (6, 5) 5 260 at + 922 a + > oe dC] dédt, (Il. 18)
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ADCB — (т, т Та От 
1 dc 1 oc 

A,D,C,B, ~ o& (5 +2 di, 4 4-4 dy, &-- dl) didi 

__ 1 dor 1 Oar Oo, 
== [o, (, 7, +s eet yay aT x 25) didn. 

Кроме поверхностных сил, на ‘элемент будут действовать 
также объемные силы. Их равнодействующая [при той же 
точности ее определения, кзкая принята в формулах (П. 18)] 
будет равна: 

РНЕ АЕ, т ао 2-40) ани = 
1oF,, 1 OF 1 OF =|F т, О-о] Фата = 

ru F* (8, 1, 0 4:45. (II. 19) 
rae F* (&, 4, ©) —yaenbuaa o6bemHaa cunaB TouKe M* (E, x, ©). 

Суммируя все поверхностные и объемные силы и прирав- 
нивая результат нулю, приходим (после сокращения на общий 
‘множитель 4444) к соотношению 

dc, 0c, 05 
ДЕТ pe et at ETE HO, (II. 20) 

являющемуся условием равенства нулю главного вектора всех 
сил, действующих на выделенный из деформированного тела 
объемный элемент. 

Векторное уравнение (П. 20) эквивалентно трем скаляр- 
HBIM: 

  

дз дс дс ЕЕ ub Е 
де Ра oe Pe =O 
Os do, Oar. 

a to te TPT Ch. 21) 
дс». а Oorr 

eb oy TET =O. 
Для полного решения вопроса о равчовесии паралле- 

лепипеда нужно дополнить уравнения (П. 21) условиями ра-
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венства нулю главного момента всех сил, действующих на 

параллелепипед. 

Относительно прямой, параллельной оси Х и проходящей 
через центр объема параллелепипеда, эти силы будут давать 

момент 

М = 0:2: —27;), . (II. 22) 

где 7; u Y,;—mnpoexuwn Kakol-n1H60 силы на направления 
биУ,ау; и 2; плечи этой силы ‘относительно указанной 
выше оси. ` 

Применяя данную формулу ко всем силам (П. 18) и (П. 19) 
и сохраняя при этом только величины до третьего порядка 
малости (включительно), будем иметь: 

МЕ —- (бт — Or.) Фата’. (IT. 23) 

Приравнивая этот момент нулю, приходим к равенству: 

бк — Sey: ` . (II. 24) 

Подобным же образом, но исходя из рассмотрения мо- 
ментов сил относительно осей, параллельных ̀ Уи &, могут 
быть получены еще два аналогичных равенства: 

СЕ = Cre Sgr == ' Ore. (1. 25) 

Таким образом условие равенства нулю главного мо- 
мента сил, действующих на элементарный параллелепипед, 
сводятся к требованию, чтобы касательные напряжения до- 
пускали перестановку индексов. При этом данное условие 
должно соблюдаться независимо от выбора направления 
осей Х, У, &, то-есть им должны обладать компоненты 
напряжений ‘в любой системе `декартовых координат. Не- 
сколько забегая вперед ($ 18), мы уже пользовались этим 
свойством. компонентов напряжения. 

Результаты (II. 21) u (И. 25) по виду не отличаются OT 
условий равновесия параллелепипеда, выводимых в класси- 
ческой линейной теории упругости. По существу, однако, 
они от них отличны, так. как в линейной теории упругости 
при выводе формул (П. 21, П. 25) отождествляют &, 9, © 
сх, уиг, пренебрегая, следовательно, при проектировании 
сил изменениями положения точек тела, обусловленными его 
деформацией.
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Отсюда в линейной теории не делают ‘различия межлу 
величиною и положением до и после деформации тех пло- 
щадок, на коих действуют напряжения, или, иначе говоря, 
пренебрегают, при проектировании сил, тем поворотом, ко- 
торый получает объзэмный элемент тела в результате де- 
формации. Однако, это допустимо далеко не во всех зада- 
чах и в общем случае надо считать, что в уравнениях (П. 21) 
дифференцирование выполняется не по х, у, г (координатам 
точек до деформации), а по’Ё 1, & (координатам оконча- 
тельного положения точек). 

Хотя, как уже было отмечено, по внешнему виду урав- 
нения (П. 21) не сложнее аналогичных уравнений линейной 
теории, тем не менее фактически они значительно более 
сложны. Дело в том, что в задачу теории упругости входит 
определение напряжений и перемещений по ззданной на- 
грузке на тело и условиям его закрепления. 

Между тем [согласно формулам (I,1)] vw, 9, ® входят 
в , 1, би следовательно дифференцирование в уравнениях 
(П. 21) выполняется по параметрам, зависящим от искомых 
функций, в отличие от уравнений равновесия элемента в ли- 
нейной теории упругости, в которых дифференцирование вы- 
полняется по параметрам, не содержащим неизвестных ве- 
личин. В связи с вышеизложенным целесообразно преобра- 
зовать уравнение (П. 21) таким образом, чтобы ‘выявить 
наружу все скрытые в них неизвестные функции. 

Иначе говоря, целесообразно перейти в этих' уравнениях 
от дифференцирования по & 1, © kK дифференцированию по 
х, у, 2, что и будет выполнено ($ 20). 

$ 20. Преобразование уравнений равиовесия объемного 
элемента к декартовым координатам точек тела до его 

деформации 

Переходя в уравнении (П. 20) от дифференцирования по 
$, т, С к дифференцированию по xX, у, 2, будем иметь 

Ocg OX Ox 2% ду д Oz 4. 280 Ox 

Ox a + “Oy Е К 92 e+ Ox ate + 

Os, Oz 4. 28 Ox , Os, oy 4. 2% Oz 
+ Oz ot Ox Ot + ay ду 9 + 52 бе + P= = 0. (1.26)
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дх 2 
Входящие сюда частные производные Re опре- 

деляются формулами (Г.14), согласно которым: 

Se Su 0 аа, ав, 
Ъ0 Ш’ 9 2,’ &%&_ 

Oy _ ая —0У ам ay ав 
HD’? & oD’? w= Dd? (27) 
02 __ 4.1 92 _ аз 92 _ аз 

р’ ay #D?’ & D 

подставляя, эти выражения (П.26), находим: 

дс дс дс дв 
д > ао: у Tage Ноя Рену + 

о 
+ ag S28 + as 8 © 1 dog a St. as, <> — > + DF=0. (II.28) 

Данное уравнение может быть записано также в виде 

O (41%, —- аб, - аза.) | д (аа; - азоач -- аз) 
`  дх + ду + 

O (ag1%_ + a308, - &338¢) 011 да до 

+ Oz . _ let Oy T $e | e— (1.29) 
дао 0439 

—|3 + у“ > |e | 
_ [2 +5 дазз eb on в. | ДЕ* — 0. 

Но, как нетрудно sGemursen, путем замены параметров &,, 
их выражениями через и, 9, [согласно формулам (1.15)], 
величины, заключенные в квадратные скобки (П.29), тожде- 
ственно равны нулю. 

На этом основании 

O (241, - вов. + @1збь) д (аз1с; -{- 2199, + a998¢) 
дх + oy + 

  

  

  

  

д (а -- (4319, + ma + %83¢r) + DF* = 0. (1.30) 

Входящие сюда, заключенные в круглые скобки, комби- 
нации напряжений имеют определенный физический смысл, 
который может быть выяснен путем следующих рассуждений. 
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Предположим, что в теле до деформации выделена прямо- 
угольная площадка, перпендикулярная оси 7 и имеющая сто- 
роны 4х, 4у. В результате деформации эта площадка пре- 
вратится в параллелограм, направления сторон которого будут 
определяться единичными векторами 1,, 15 ($ 2). Отсюда 
вектор единичной нормали к данной площадке может быть 
найден из равенства | 

“ngsin(i,, ip) = 4, X ig, (11.31) 

проектируя которое на оси Х, У, 7, будем иметь: 

cos (X, ng) = aac | cos (Y, i,) cos (Z, ig) — 

— cos (Z, i,)cos (Y, ь | , 

соз (У, пз) = НВ | cos (Z, i,) cos (X, t,) — 

—cos(X, i,)cos (Z, i) , (П.32) 

соз (2, пз) = а | cos (X, i,) cos (Y, ig) — 

— cos (Y, i,) cos (X, in) | , 

но, согласно (1.32) и (1.29), 

sn (sls) оз аи — у: CFE OPER 
= TEETER Vt ed (1+ 22y,)— a2,» (11.33) 

а косинусы, входящие в квадратные скобки формул (П.32), 
даются таблицею 1 (стр. 16). 

На этом основании получаем: 

; 1 
cos (X, n,) = 

( у (1 + 2€ 2) (1 T 2eyy) — cay 

x [(5 exy + +) (ен в.) — (1+ ey) (5 Cae — %4) | = 

* 234 

Уйти w) — "yx 

  

  

  

  

  х   

  (11.34)
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cos (Y, n,) = a 
А Урана, 

cos (Z. ng) = = 
Va + ene) (1 + 2еуу) — у 

Подобным же образом можно установить, что 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cos (n,, X) = vi 4 2¢,,) > и. 

cos (n,, Y) = Ут =) а + у) — Eg 

sof Ge = V (1+ 2e4,) 4 Bey) te м 
соз (Х, п) = Уи.) aa 2,2) — Eng 

cos (Y, по) = V (1+ eon) i 2,:) — xs 

cos (Z, lg) = V (+ 2€n) tan 26,3) — 
где п; и Mg—CyYTb векторы единичных  ормалей к тем пло- 

щадкам деформированного тела, которые по деформации были 
перпендикулярны осч Х и оси У. 

Заметим далее, что поскольку площадка 4х4у в резуль- 
тате деформации превращается в параллелограм со сторо- 
Hamu i, (1+ E,) dx, ig (1-+£,) 4у, то отношение ее пло- 
щадн после деформации к ее площади до деформации будет 
равно: 

— Е С + E,) (1 + £,) sin (i,, 1g) = 

= у (1 + 2epa) (1 + Qeyy) — oy ’ (II. 36) 

  

аналогично 
  

=У (+ 2е,) (1 2,.) — 25 ? 
  

= VU + %,) 0-2 и) — ®yg (1.37) 

с 
| 
2
 

©
,
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Таким образом корни, входящие в знаменатели формул 
(П.34, П.35), равны отношениям площадей элементарных пло- 
щадок тела, перпендикулярных до деформации осям Х,, У, 2, 
к их площадям после деформации. 

Что касается определителя 0), то он, в силу фор- 
мулы (1.94) представляет собою отношение объема элемента 
тела после деформации к его объему до деформации. 

у* В = > (11.38) 

Учитывая теперь все полученные результаты, а также 
формулу (П. 6), определяющую напряжение на произвольной 
площадке через напряжения на площадках, перпендикулярных 
координатным осям, можем записать уравнение (П.30) в сле- 
дующей окончательной форме: 

2. (ste om) +s ду (= On, )+ 

о (5, oy,) +o FF =0. (11.39) 

Такой вид принимает уравнение (П.20), если определять 
положение точек деформированного тела не декартовыми 

Хм > 

координатами §, 1, ©, а криволинейными косрдинатами х, у, г 
(которые являются декартовыми координатами для тела 
в исходном его положении). 

Величина и направление удельной объемной силы в общем 
случае могут зависеть от перемещений и, 9, W, TaK что 

F* = F¥ (x, y, 2, u, 0, w). (11.40) 

Действительно, если, например, объемные силы имеют 
инерционный характер, происходя, скажем, от вращения 
тела вокруг некоторой оси, то величина их явно должна 
более или менее существенно изменяться вследствие дефор- 
мации. 

Разложим BEKTOPa Sy,, Sng, Tn, по направ сениям 11, ig, is 
и примем следующие обозначения для их составляющих: 

Вхх Oxy, 9х2 

бух, Суу ’ Sys (1.4 1) 

Sgary Сзу, Ogg.
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Тогда уравнение (П. 39) можег быть записано в форме 

a [Sz 
Ox [2 (S25 i, + Say ig + Ong is) | + 

a [Sy 
+ ду Sy (Sy i; + буу 12 + су, 18) | 

д [5 , у* 
+ Oz [С 11 +- Са ++ Виз i) | +- у F* = 0. (II. 42) 

Проектируя последнее векторное равенство на оси Х, У, 2 
и учитывая при этом, что проекции ортов 11, 15, 1з на указан- 
ные оси даются табл. | предыдущей главы, будем иметь: 

в | ПЕ еыдогь ЕС вы — 9) 20, + Can +94) 22, | 
+5,[ 1 eos) (5 ео ($ сыр |+ 
+: [ад -- ($ ево) зд (у вы), | + 

|. > F:* =0, (11.43) 

al (se zy 2) Gay t (1 +e yy) 032, + (3 ,,—2) сз, |+ 

ое) ЗН pe) y+ (SF eye — #2) of [1 

=| (= eeu +) fot Ut ey) 04, + (5 ee — 0 2) | 
+Ur =o, 

a ere eye +e) 92 + (1 -+ee) 0%, | + 

+ 
+ 

2% 
3
 
© 

p
a
n
e
 д 

дх xe 

+5 [(& easy) ofs-+ (F Myst 2) 9h + heed 99, | 

аз [ (5 вы вы) едь (5 виз оз) вы) од | 
“ye .*=0,
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где приняты обозначения: 

  

  

    

2 * * 

8 9, Sa Ye Oe SOF 

"с с * с 

o* — °y ” > 3 oy и 30° — 2y и » (1.44) 
wos SS, I+E, ye 51-Е, 12 5$, 1- Ех 

. Ss; брт . $: Czy , $, 655 
  в 5—5, ТРЕ’ 9 5: ГЕ’ = 5, 1-Е, 

Три уравнения (П. 43) эквивалентны векторному уравне- 
нию (П. 39) и являются скалярной формой его нацисания. 

Величины <, определяемые формулами (П. 44), не бу- 
дут.напряжениями в ‘точном смысле этого слова. Их можно 
назвать напряжениями, отнесенными к размерам объемного 
элемента не после, а до деформации. 

Если деформации малы, то отношения 

Яо: (Il. 45) 
Sj 1 А; ^^ 

. 
И <44 можно отождествлять с в;, — то-есть с составляющими 
напряжений по направлениям 1;, 15, 13. Таким образом разница 

* 

между су и с;, проявляет себя только при больших дефор- 
мациях — когда сдвигами и удлинениями нельзя пренебрегать 
по сравнению с единицею. 

В следующей главе будет доказано, что 

* — 0" (1.46) 
$71“ бд» 

то есть, что индексы при o* допускают перестановку. Но 
тогда, как ясно из формул (П. 44), напряжения су, такой 
перестановки допускать в общем случае (при больших де- 
формациях) не будут. Это не находится в противоречии 
с доказанным в предыдущем параграфе свойством симметрии 
матрицы напряжений, ибо данное свойство было там доказано 
только для напряжений на трех взаимно перпендикулярных 
площадках, разложенных по направлениям нормалей к этим 
площадкам.
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$ 21. Упрощение уравнений равиовесия при малых 
удлинениях и сдвигах 

z $5 № x у 5 — ° 
Отношения —, =“, <, У. отличаются от единицы Sz’ Sy’ $; 

только на величины одного порядка с удлинениями и сдви- 
гами. Отсюда, при малой деформации их можно полагать равнны- 
ми единице, после чего уравнение (П. 39) принимает вид 

tt eS tt Be 0, 

Выполняя это 

    

(11.47) 

упрощение также в скалярных уравне- 
ниях (П.43) и пренебрегая в них сверх того относительными 
vase Е. В,» В, по сравнению с единицею, будем иметь: 

Fe | Ub exe) ove t (ви — в лу + (76а оу ) One | +b 

Fale + tex) уж (елу- в ) Oy + (5 ee Fy) 9 | + 

+ $e | eee) Sen + (5 ey — 02) Oey + 
+ (5 eee ty) oee| + =O, 

5 (дея Нч) ви Е (1-Е ви) в | (5 6 — вн) | + 
+35 | (хех за + ey) owt (F Se ву, |+ 

+22 [ (ео, Ра ыд зы 
+ (> bys — 0) с РО, (П.48) 

tel (gems eax + (5 eye в ву Е (1-Е еы) в. | 

+35 | (= — в уве (5 вы аз) y+ (А ан) oye | 1 
+ |(F eae ey) вы (бз  з) + | 

++ ony + (1+ ese) One| + FE =O. 
6 Зак. 3804. В. Новожилов.
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Поясним рисунком геометрическую сущность упрощений, 
с помощью которых эти уравнения были получены. Выделим 
из тела до его деформации прямоугольный параллелеципед 
с ребрами 4х, 4у, 42, параллельными осям Х, У, Д (рис. 14). 

В результате деформации этот прямоугольный параллеле- 
пипед превратится в косоугольный с ребрами (1- Ey) ах, 

(1-++ E,) dy, (1+ E£,) dz Wu углами между ними 5 Pays 

к к 
5 — Ф=2, 7 — Физ. 

Если, однако, углы поворота велики по сравнению со 
сдвигами Флу, Фхг, Фуг, ТО (как было отмечено еще в 8 13 

[ главы) при проектировании сил можно пренебрегать вто- 
рыми по сравнению с первыми. Последнее равносильно тому, 
что можно изобразить рассматриваемый параллелепипед прямо- 
угольным и после деформации (рис. 14). Кроме того, малость 
удлинений и сдвигов позволяет (при рассмотрении равно- 
весия параллелепипеда) не делать разлиния между его разме- 
рами до и после деформации, относя напряжения и объем- 
ные силы соответственно к первоначальным размерам пло- 
щадок и первоначальному объему элемента. Это позволяет 
изобразить параллелепипед после деформации равным парал- 
лелепипеду до деформации и отличающимся от него (гео- 
метрически) только своим положением в пространстве 
(рис. 14). 

На основании сделанных замечаний единичные векторы 
11, 12, 13 следует считать взаимоперпендикулярными (рис. 14). 
Их совокупность образует (при принятой точности рассу- 
ждений) триелр декартовых осей, повернутый по отношению 
к осям Х, У, С в соответствии с поворотом, получаемым 
в результате деформации окрестностью рассматриваемой 
точки тела. 

Физический закон, о котором будет идти речь в следую- 
щей главе, устанавливает связь между деформациями и соста- 
вляющими напряжений по направлениям 1, 15, 1. 

Учитывая это, изобразим напряжения разложенными по 
этим направлениям (рис. 14), после чего даиный рисунок 
будет в точнссти соответствовать системе (П.48). 

Подводя итог вышеприведенным рассуждениям, можно 
сказать, что данная система выведена в предположенни, что
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при рассмотрении условий равновесия бесконечно малого 
элемента, выделенного из тела, допустимо пренебрегать де- 
формацией элемента, учитывая только его поворот. В соот- 

  

      

  

    
x Puc. 14. 

ветствии с этим система (ИП. 48) может быть названа усло- 
вием равновесия бесконечно малого элемента, справедливым 
при малых относительных деформациях и произвольных 
поворотах. 

$ 22. Упрощение уравнений равновесия при малых. 
поворотах 

Если углы поворота малы по сравнению с единицей, то, 
как было показано ($ 14), параметры ез,, ...,е„ будут 
отличаться от компонентов деформации только на величины 
порядка квадратов углов поворота. Это позволяет упростить 
в данном частном случае систему (Н. 48), пренебрегая в ней 
деформациями и квадратами углов поворота по сравнению 
с первыми степенями последних. 

В результате такого упрощения получим уравнения; 

9 0 1 

Ox [S29 — OS ey + оба] + “Oy [бух — 9;5,, —[- 43,2] -- 

0, * 
-+ 9: [6 — ®.2,,-- 08,4] + Fe = 0, 

6*
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OS ау — Фыбы] Ну оби» + yy — вби] 
7 вов РО, = (1.49) 

Fe I= net Ox ay ай + yr I Oye | воли ви] + 

+ [— дур вади + 9,4] + Fe = 0. 

`В данных YPaBHeHHAX ®,, w, H w, можно считать углами 
поворота элемента тела вокруг осей Х, Уи 7. 

С учетом этого замечания систему (П. 49) нетрудно вы- 
вести независимо от предыдущих рассуждений, воспользо- 

вавшись для этой цели рис. 14 и проектируя все действую- 
щие на параллелепипед, выделенный из деформированного 
Tema, поверхностные и Объемные силы на направле- 
ния Х, У, Z. 

$ 23. Переход к уравнениям равиовесия 
классической теории упругости 

Следующий шаг в направлении упрощения уравнений 

равновесия элемента может быть сделан, если предположить, 
что все углы поворота настолько малы, что в системе (И.49) 
можно отбросить члены, которые на них умножены, по срав- 
нению с членами, которые их не содержат. 

После этого прошения уравнения (1.49) принимают вид: 

sey O fue “5 — + SF 4 Fp =0, 

0 ces 

    

. дс 
дж at 5 НЕ, =0, ` (1.50) 

,. дс 
Set op Se et te 0, 

Очевидно, что написание уравнений равновесия в такой 
форме равносильно пренебрежению поворотом объемного 
элемента при проектировании всех сил, на него действующих, 
то-есть равносильно отождествлению направлений 11, 1%, 15 
с направлениями Х, 7, 7. Но если так, то исчезает разница
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между Сул, +... 0,3 И би, ..., в, ТО-есть разница между 
компонентами напряжения по направлениям локального три- 
едра криволинейной системы координат 1, 1, 13 и компо- 
нентами напряжения по направлениям декартовых осей Х, У, #. 

Отсюда система (П.50) может быть записана также 
в форме: 

дс Ос < = ae a = Е; = 0, 

oF м 4 Soa a + F,=0, (11.51) 
deg 4% an an 9%. | р, 0. 

Три уравнения asi) могут быть заменены одним век- 
торным 

oe e+ a oe - oe +F=0, (11.52) 

которое ‘в совокупности с равенствами вида 

94) —= 5 

является формулировкою условий равновесия элемента клас- 
сической теории упругости. Уравнение (П.52) получается из 
уравнения (1.20), если в последнем дифференцирование по 
$, 1, © заменить дифференцированием по х, у, г. 

Мы пришли к уравнению (П.52) путем цепи последо- 
вательных упрощений точного уравнения (1. 39). Из характера 
этих упрощений видно, что критерием их допустимости является 
малость удлинений и сдвигов и малость углов поворота. 
Существенно обратить внимание на то обстоятельство, что 
встречаются задачи, в которых даже при малых по сравне- 
нию с единицею поворотах переход от уравнений (П.+9) 
к уравнениям (Н.50) оказывается невозможен. Чтобы это 
показать, рассмотрим, например, выражения 

ag Фубхх + BeS cys 
t 

бу: — Фубух + 6 буу»` (i .53) 

o.5—— 26.5 + ебу, 

входящие в третье из уравнений (1.49). 

в
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Очевидно, что возможность пренебрежения в этих выра- 
жениях нелинейными членами зависит не только от величины 
&, НО и от сравнительной величины су,. 

`Достаточно предположить, что напряжения с». 0,., с. 
значительно меньше напряжений су 6, Sy, Чтобы 
линеализация формул (П.53) была поставлена под сомне- 
ние, несмотря на малость всех &, по сравнению с еди- 
ницею. 

Тем самым становится невозможной и линеализация третьего 
из уравнений системы (П.49). 

Таким образом малость углов поворота по сравнению 
с единицею еще не является достаточным критерием для ли- 
неализации уравнений равновесия элемента, выделенного из 
деформированного тела. При выполнении данного упроще- 
ния существенно обращать внимание на то, не являются ли 
напряжения, умножаемые на повороты, большими по срав- 
нению с теми напряжениями, которые входят в уравнения 
линейно. Проблемы упругой устойчивости, изгиба тонких 
пластин и др. являются примерами, когда указанное выше 
обстоятельство играет существенную роль. 

$ 24. Переход к криволииейным координатам 

Предыдущие рассуждения соответствовали случаю, когда 
положения точек тела задавалось в декартовой системе коор- 
динат, Данная система удобна для тел, ограниченных взаимно 
перпендикулярными плоскостями, и гораздо менее удобна 
для тел, ограниченных кривыми поверхностями, так как, 
если в первом случае уравнения границ тела записываются 
‘в декартовых координатах весьма просто, то во втором 
случае они будут более сложны, чем затрудняется подчине- 
ние решения краевым условиям. 

Ноэтому во многих случаях вместо декартовых целесооб- 
разней пользоваться криволинейными координатами, причем 

всегда надо стремиться выбирать их такими, чтобы поверх- 
ности, ограничивающие тело, принадлежали к числу коорди- 
натных поверхностей, поскольку именно тогда краевые ус- 
ловия формулируются особенно просто. В связи с вышеиз- 
ложенным лополним полученные в настоящей главе резуль- 
таты рассмотрением условий равновесия элемента тела, точки
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которого заданы в произвольной ортогональной системе 
криволинейных координат 41, Og, Me. 

Для сокращения связанных с этим преобразованием выкла- 
док уместно воспользоваться тем, что уравнения равновесия 
элемента тела в нелинейной теории, как уже отмечалось, 

сходны по виду с соответствующими уравнениями класси- 
ческой теории упругости. 

Именно — в нелинейной теории условия равновесия эле- 
мента, при использовании декартовых координат, сводятся 
K уравнению 

бе (вы) (вы) 35 (бы) уго, 
которое в линейной теории принимает вид 

oe eg SS дс, sep. дз. 1 Ft 0 (11.55) 

и получается при замене в уравнении (И.54) векторов 
ok * + Sy $ Ss; 

п, › 5. On, векторами 

Отсюда ясно, что если преобразование уравнения (П.55) 
к произвольным ортогональным криволинейным координатам 

известно, то соответствующее преобразование уравнения 
(1.54) может быть написано по аналогии. 

Коль скоро положение точек тела задается криволиней- 
ными координатами ($ 16, Г глава), то и бесконечно малый 
объемный элемент нужно выделить, ограничивая его шестью 
координатными ловерхностями избранной криволинейной си- 
стемы. В итоге деформации этот элемент изменит свое по- 
ложение в пространстве „(за счет смещения и поворота) и, 
кроме того, изменит свои размеры и форму (рис. 15). Его 
ребра, первоначально равные: kK, H,da,, КаНоа ао, КзНза аз, 
станут равны: 

юн, (1-Е. )4а, ЮН(1--Е„,)4а», КН (1-- Е.) Ча, 
¢ ¢ ¢ 

где под К,, Ко, Кз подразумеваются единичные векторы, со- 
ответствующие направлению линейных элементов, совпадавших
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до деформации с векторами k,, Kg, ky. Косинусы углов 

между ортами К!, Ко, К, и ортами ki; Ко, Кз даются табли- 

цею 1 (1 глава), в которой под параметрами е и «® надо 
понимать их вначения согласно формулам (1.122), и (1.124). 

Напряжения, действующие на грани выделенного указан- 
ным образом элемента, `будем разлагать по направлениям 

K3 

Pue. 15. 

ki, Ко, ks, что аналогично разложению по направлениям 
1, 1а, 1, которым мы пользовались, применяя декартовы 
координаты. 

В курсах классической теории упругости (см. напри- 
мер „Математическую теорию упругости“ А. Лява, стр. 101) 
доказывается, что при использовании ортогональных криво- 
линейных координат, уравнение (1.55) заменится следую- 
щими тремя Скалярными уравнениями: 

1 ja — д 192 0 го FG [5 (НоНза а) + das (HgH,492,) -- даз (H, Ha%g%,) | +- 

1 dH, 1 aH, > 1 OH," 
FFF Day "199 T FA dag 9118 — Fly Oa, 9272 

1 0H; ™ | ok 

1 д — 9 — 9 — : 
РН; (=. (НоНьа1 аа) +- Dae (HH, 49%) +- Jax (1, Hatta) \-+ 

“1 

РТ 0 dL OM _ 
+ Holts да. tas HoH, Oa; 424 Н.Н» даа 939 (11.56) 

1 OW, — * 

— НЫ day 191 Fe, = 0
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A tm (Hy Ноа sg) po x (Hg Нназвь) + аз (М1 ии 

oH; г OH; 1 он, — 
ТЕ aH, Oa, oy a1 -P HH, дао 939 — ЕЗН\ da, * _ 

1 дн» ^^ 
~~ HH, 003, Aya, + Ба. = 0.. 

Здесь: Н\, На, Нз — коффициенты Ляме (5 16, Г глава); 
Fay Ра, Еа.— проекции удельной объемной силы на 

направления а, Ao, 43; 
—^ м — 

4 @,, 914 аа; — составляющие напряжения &., по Ку, К», Ка; 
“ON — 

4241, бой, зав — составляющие напряжения о, по k;, Ky, Kg: 
) 

— — — 

4391, @з@о, Язва; — составляющие напряжения с., по К;, Ка, Ку; 

Cop Sas ба, — напряжения на площадках, перпендикуляр- 

ных ортам [К», ks], [Кз, kil, (ks, К, , 

причем в линейной теории упругости не делают различия 

между К,, К,, Kg u ki, ks, k3. 

Переходя к нелинейной теорин упругости и принимая во 
внимание сходство уравнений (1.54) и (П.55), можно заклю- 
чить, что в координатах 41, чо, а; уравнению (Н.54) будут 
соответствовать уравнения, идентичные по виду системе (П.56), 
причем, однако, в этих уравнениях под 

— ™ — 

9191, 9140, 9193, 

—^ ^^ 

95%, Яобо, Чо, 

—^ м — 

Ag% 1, AgAs, Agts 

S 
надо будет подразумевать составляющие векторов $, Sng: 

$2 S3 
$: °т 5, Sng, Tae Oy = [к №], Па = [К к}, п; = [КК]
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по направлениям осей локального триедра ку, Ко, Ко. ‚При 

нимая для составляющих би, би„, С, ПО направлениям ki, ks, 

К: обозначения 

б1о, 613 — для составляющих б.,, 

0,0, бо3—ДлЯ составляющих би, 

для составляющих Sy, 

511, 

Sot», 

Ssf> Fy. Sgg — 

можем написать: 

$1 ‚ 
Bon Е (Си Log ka + 245 ks), $1 Ons $1 

* * 

S S ' 
$, бт — $, (бай -Н 9 Ko} 95 Ks); (1.57) 

* + 

$3 $3 / ' , 
33 on, == S3 (65 Ki ++ S3q ke + S98 ks). 

Учитывая далее сказанное выше, а также `правило про- 

ектирования ортов ki, ka, ks на направления К,, Ко, Кз, вы- 
ражаемое таблицею 1 (| глава), приходим к заключению, что 
скалярная система уравнений, соответствующая векторному 
уравнению (П.54), при отнесении его к криволинейным орто- 
гональным координатам ао аз, ав может быть получена при 

замене в системе (1.56) аа. , а следующими выраже- 
НИями: 

ay = (1-1 e,,) с + (5 €19 0g Jota + (5 €is + оз) 

ааа — (5 C19 + og oir -|- (1 + Cy9)012 -|- (5 5 баз — a Jota 

— * } : 

1 * 

аа == (1 --е11) 91 + (5 12 — “re + (5 €43 Е из 923, 

dig = (519+ 0) ви + (1-е) ва -- (Ревва), 
аи = (541s — a) 3 621 -+ (5 еаз + s) on + (1 +-e53) 923, 

(1.58)
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~_ * 1 * 1 * даа == (1 + 11) 31+ (5&2 — Hg) 222 + (5 ein + Jae 
— 1 * * 1 * 

A309 = (5 ва -- 0 | o31 + (1 ++ 652) оз» -- (5 23 — @,) 933; 
— 1 * 1 * * 
цз = (5 ei3— a9) 33 + (5 еоз —- a) zo + (1 + @54) 933, 

. * * 

PRE G1, ..., 933 CBASAHBI C G,,, ..., 933 формулами вида (П.44), 
причем в данном случае: 

  

$* 

5, == Y (1 + 2eg9) (1+ 2езз) — ®„ 
* 

= Уи) (25-8, = (1.59) 
  

  

Ss: 

He = Vl 2811) (1+ 299) — eh, 

а параметры е|1,...,®,..-.,811, ... Выражаются через 
составляющие перемещений по направлениям К, , К», К, (и, 9, w) 
формулами (1.122), (1.124), (1.125). 

Кроме указанной замены напряжений, для превращения 
уравнений (1.56) в уравнения нелинейной теории нужно 
подставить в них вместо Р., Р.„ Ра, соответственно 

VF _« V¥ + VF x * + * 

yp Pas yp Pes ту Раз где Ре, Ба,» Ра, 

проекции на В,, Ко, К удельных объемных сил, отнесенных 
к деформированному телу, а 

= р = (1-4), (11.60) 

где ДА — объемное расширение ($ 11, [ глава). 
Рассмотренные выше правила преобразования системы 

(1.43) к ортогональным криволинейным координатам были 
установлены без пренебрежения какими-либо членами, так 
что система (П.56), после подстановки в нее формул (1.58), 
будет точно соответствовать системе (1.43).
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Если удлинения и сдвиги пренебрежимо малы по сравне- 
нию с единицею, то формулы `(П.58) могут быть упрощены 

путем отождествления в них 11, 612, eee, 33 с составляю- 
щими напряжения 9:1, ба, ....., 033 ($ 21). 

Если, кроме того, малы по сравнению с единицею углы 
поБорота, то эти формулы допускают дальнейшее упрощение 
и могут быть заменены выражениями: 

— 

9141 = 6:1 — 6391 -- 9615, ~ 
@1 ба == 61а fF Mgt, 1 — 194g) 
— 

9, “в == 018 + 1313 — 9611, 
o-oo 

23а, = 031 — @30аз -[- ©9090, (11.61) 
— 

43 — 99а Г 63591 — 1998, 
— 

yO (  Ag@, == Ogg + 1609 — %95q15 
— 

аза1 = 981 — 63932 -[ @90вз, 
o-oo 

Ago == Igo + 80681 — ga, 
oom 

Agds —= Ogg —f WyFgyq — Wg. 

И, наконец, если углы поворота являются малыми ‘вели- 
чинами одного порядка с компонентами деформации, то 
в формулах (П.61) можно пренебречь произведениями напря- 
жений на углы поворота, что приводит к равенствам: ` 

° — o~ — 

41%; — 911, “190 ==9:9, 918 = Tyg, 
— — — 

— — — 

4341 = 0:1, @395 == 034, @303 — 038. 

При этом уравнения (П.56) становятся идентичными урав- 
нениям равнове‹ ия линейной теории упругости, ` отнесениым 
к ортогональным криволинейным координатам «1, @о, ду.



ГЛАВА Ш . 

РАБОТА ДЕФОРМАЦИИ, ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ, 
УПРУГИЙ ЗАКОН 

$ 25. Работа деформации 

Полученная в предыдущей главе система дифференциаль- 
ных уравнений, выражающая условия равновесия объемного 
элемента, выделенного из деформированного твердого тела, 
содержит более неизвестных, чем в ней имеется уравнений. 
Именно — налицо шесть уравнений (1.43 и П.46), содержа- 
щих двенадцать неизвестных (девять составляющих напряже- 
ния и три компонента перемещения). 

Ввиду этого задача о равновесии деформированного твер- 
moro тела остается неопределенной до тех пор, пока не 
установлено еще шесть дополнительных соотношений, связы- 
вающих составляющие напряжения с компонентами переме- 
щения и выражающих тот закон, по которому материал 
рассматриваемого тела сопротивляется всевозможным видам 
деформации. Теоретическое выяснение этого закона неизбежно 
требует проникновения в природу междумолекулярных сил, 
стремящихся удержать частицы твердого тела на определен- 
ных расстояних друг от друга, причем на современном этапе 
развития науки данная тр’дная задача не может быть доста- 
точно достоверно решена. Поэгому в настоящее время связь 
между деформациями и напряжениями (которая не одииакова 
для различных материалов) устанавливается главным образом 
экспериментальным путем. Однако, некоторые общие свойства, 
присущие этой связи, могут быть выяснены и теоретически. 

Будем исходить из предположений, что процесс деформа- 
ции изотермичен и что работа, затрачиваемая на изменение 
объема и формы произвольного бесконечно малого прямо-
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угольного параллелепипеда, выделенного из тела, не зависиг 
от того, каким путем осуществляется переход от начального 
положения этого элемента в деформированное. 

Иначе говоря, будем считать, что роль диссиппативных 
сил, в процессе взаимодействия частиц тела при его дефор- 
мации, пренебрежимо мала по сравнению с ролью консерва- 
тивных сил. 

‚ Тело, удовлетворяющее данному предположению, после 
снятия с него нагрузки должно возвращаться К исходным 
своим размерам и форме, в соответствии с чем оно может 
быть названо идеально упругим. 

Работа, необходимая для деформации элементарного па- 
раллелепипеда, выделенного нз упругого тела, может быть 
представлена в виде 

ДА == 5 (Ехо, бур В, Sry» Ege Sye,) AXdydz, (Ш.1) 

то-есть будет равна произведению первоначального объема 
параллелепипеда на некоторую функцию шести компонентов 
деформации, вид каковой зависит от физических свойств 
рассматриваемого материала (и не зависит от размеров и 
формы тела). Но компоненты деформации могут быть всегда 
выражены через три главных компонента деформации е1, 2, Eg 
и косинусы углов между главными направлениями деформации 
— — —) 

е, в, #3 И осями ДХ, У, 2 ($4, 5, Г глава), При этом 
последние косинусы можно рассматривать как фуикции трех 
независимых величин — например эйлеровых углов 0, 9, HY, 
определяющих ориентацию триедра ©, въ, Eg NO отношению 
к триедру Х, У, Z. 

Отсюда формула (Ш.1) может быть записана также сле- 
дующим образом: 

АА = 5 ($1, &, &, 9, 9, $) ахауаг. (Ш.2) 

Данный вид формулы (Ш.1) подчеркивает зависимость 
работы, затрачиваемой на деформацию элементарного парал- 
лелепипеда как от величины главных компонентов деформа- 
ций, так и от направления волокон тела, получающих эти 
деформации. 

Таким образом формула (1.2), как и эквивалентная ей 
формула (Ш.1), предполагает, что тело неодинаково реаги-
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рует на деформацию в различных направлениях, или, иначе 
говоря, эта формула предполагает материал тела анизотроп- 
ным. Если физические свойства тела одинаковы во всех 
направлениях, то элементарная работа деформации не может 
зависеть от величин, изменяющихся с поворотом координатных 

осей, и должна быть функцией только инвариантных величин. 
Поэтому для изотропного тела: 

ДА == (€, &, &) dxdydz. (111.3) 

Три независимых инварианта &,, &g, &; XOPOWH B TOM 
отношении, что имеют простой физический смысл (особенно 
при малой деформации). Математически они, однако, не- 
удобны, так как выражение их через компоненты дефор- 
мации связано с необходимостью решения кубического урав- 
нения (1.86). 

Ввиду этого целесообразнее рассматривать работу дефор- 
мации элемента изотропного тела не как функцию корней 
уравнения (1.86), а как функцию его трех коэффициентов: 

a= See + Eyy и: = ey ft eg-+ 5, 

1 = Spal yy + Seater Е Вуубы — 4 (ебу ва 
+ вуз) = влез -[ вез -- 86а, (11.4) 

19 = Swat yyce— 4 (Cantus t Pyytes-b 
“+ ыЕжу — Cay Sree ye) 

которые имеют перед €,, Eg, &g TO NPCHMYLIECTBO, что являются 
рациональными функциями компонентов деформации. 

В соответствии с этим замечанием работу, необходимую 
для деформации элементарного параллелепипеда, выделенного 
из изотропного тела, удобнее всего записывать в следующем 
общем виде: 

АА = Ф(а., а, а.) dxdydz. (11.5) 

Отсюда работа, затраченная на деформацию тела в целом, 

будет равна 

A= Г Г Г Ф (2, а, а.) ахуе, (1.6)
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где интегрирование должно быть распространено по всему 
объему тела до его деформации (поскольку ахау42 есть 
объем элементарного параллелепицеда, выделенного из тела 
в исходном его положении). - 

Функцию Ф (40, а, ау) можно назвать работою деформа- 
ции, отнесенной к единице объема недеформированного тела, 
или короче — удельной работой деформации. 

$ 26. Начало возможных перемещений 

Применим начало возможных перемещений к деформиро- 
ванному телу, находящемуся в равновесии. Для этого со- 
общим перемещениям и(х, у, 2), U(x, y, 2), W(x, y, 2) 
виртуальные приращения би, 69, Sw, которые будем считать 
произвольными непрерывными функциями х, у, г, равными 
нулю в тех точках, где значения перемещений заданы. 

Тогда работа деформации получит приращение 6А, кото- 
рое должно быть равно работе на указанных внртуальных 
перемещениях всех внешних сил, приложенных к телу. 

Отсюда приходим к равенству 

8A = 8R, -+-8R,, . (Ш.7) 
где 6R, — приращение работы. объемных сил, 6Ю. — прираще- 
нне работы. поверхностных сил. 

Нриращение работы объемных сил будет равно 

А: = [ff (Fut P80 {- Ев] ахауаг, (1.8) 
где (как и раньше) Р;, Р, РЁ, суть компоненты по напра- 

влениям Х, У, 2 силы, отнесенной к единице объема дефор- 
мированного тела, dxdydz — объем элемента, выделенного 

из тела до его деформации, Дахауа2 = Vv V* dxdydz — объем 

соответствующего элемента  еформированного тела. 
При этом, принимая за независимые переменные х, у, 2 

интегрирование в формуле (Ш.8) нужно распространить по 
первоначальному объему тела. 

Что касается приращения работы поверхностных сил, то 
оно определяется выражением: 

BR, = f f [fu -+fo-+ fre] ad’, (111.9)
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где Л, д, Л. — составляющие (по осям Х, У, 2) силы дей- 

ствующей на единицу площади поверхности деформирован- 
Horo тела, а 4®’ — дифференциал этой площади. 

Чтобы получить возможность выполнять интегрированне 
в формуле (Ш.9) не по поверхности деформированного тела, 
а по поверхности тела в исходном его положении, выразим 
4’ через 4@ (дифференциал площади поверхности ’недефор- 
мированного тгла). 

Рассмотрим с этой целью на поверхности, ограничивающей 
тело до его деформации, элементарную прямоугольную пло-. 
щадку со сторонами 4а, АБ, площадь которой будет равна 

d2 = dadb, 

а ориентация ‘которой определяется направлением вектора 
единичной нормали: 

.  daXdb 
„= 5. (111.10)   

В результате деформации указанная прямоугольная пло- 
щадка превратится в элемент поверхности деформированного 
тела, который будет иметь вид параллелограма со сторонами 
(1-Н Е)аа, (1-Е Б,) 46, причем косинус угла между этими 
сторонами будет равен 

a 

  cos (da’, db’) = a+ а + Ey) Cab 1.11 
V (1 + 2egq) (1+ 2e55) 

  

где Е; и Е, — относительные удлинения в направлениях da, 
46, а еда» ®ъь› га, — соответствующие компоненты деформации. 

Отсюда площадь элемента поверхности, ограничивающей 
деформированное тело 

= V (i+ 26,4) (1 28) — 2, -dQ= st dQ. (Ill.12) 
S* 

Коэффициент —^, равный отношению элементарных пло- 
8 

  

щадок после и до деформации, может быть выражен через 

Т вак. 3804. В. Новожилов.
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компоненты деформации в системе X, Y, Z HW TPH KOCHHYCa, 
задающих направление нормали к поверхности, ограничи- 
вающей тело до деформации. 

Для этого надо подставить в формулу 
* 5* 
t= V (1 + 26.4) (1 + 2e,,) — €2, (11.13) 

вместо компонентов деформации ео, ев, о, их выражения 
через в, ..., ве), И косинусы углов между направлениями 
X, Y, Zu da, db, n. 

Тогда, после элементарных (хотя и громоздких) пре- 
образований (с учетом формул 1[.36, [.33 и 1.59), будем 
иметь: 

Sn 5 5 = УТ» С05 (и, Х) - yy COS? (0, ¥) F Yee C08*(1, 2) + > 
—> -+ Yay COS (п, x) cos (nt, у) + 

~” -- {г с0$ (п, Х) с0$ (п, г) -- Ту» с0$ (п, У) со$ (п, г), (Ш.14) 

где . 

You = Sa > Yyy > Sy > Yee Ss)? 

  

  

  

  

5 Tay = — Say t бабу: — ету, (111.15) 
1 

9 Yas = — Ewe Sayeye — Е.Вуу, 
] 

9 Туг == — Вуз -Г Spay — 2yFew 

a nx, ny, nz суть углы между нормальюо к поверхности, 
ограннчивающей тело до деформации, и осями Х, У, 7. 

Таким образом приращение работы приложенных к телу 
поверхностных сил на виртуальиых перемещениях ди, dy, 
Sw может быть записано в виде: 

‘ . « . Sy | sa | [Ми -- во в = ag, (111.16) 

где 4®@ — площадь элемента поверхности, ограничивающей 
тело до деформации, в соответствии с чем интегрирование



$ 27] ВЫВОД УРАВНЕНИЙ  РАВНОВЕВИЯ _ 99 

в выражении (Ш.16) должно быть распространено по всей 
этой поверхности, а не по поверхности деформированного 
тела, как это требовало выражение (Ш.Э). 

То что теперь все объемные и поверхностные интегралы, 
входящие в равенство (1.1.7), р`спространены в пределах 
тела до (а не после) деформации, представляет неоспоримое 
удобство, так как пределы интегрирования оказываются при 
этом независимыми от неизвестных величин (перемещений). 

$ 27. Вывод дифференциальиых уравнений равновесия 
деформированного изотропного тела из принципа 

возможных перемещений 

Сформулированный в предыдущем параграфе принцип 
позволяет получить дифференциальные уравнения, описываю- 
щие равновесие деформированного тела. Выведем эти 
уупанения, предполагая, что работа деформации определяется 
формулой (Ш. 6), то-есть считая, что тело однородно и 
изотропно и что роль диссипативных сил в его деформации 
незначительна. 

Тогда 

ВА = af ff ® (ao, @1, A) dxdydz== 

— f | | 8 [ (ag, a, a,)] dxd_ dz, (111.17) 
HO 

1D (Qa, My O)} = Gee Baw tHe By + Fe Bee + 
0% 0% Чо би Ge Bae де ye (111.18) 

где [в силу формул (Ш. 4) 

0Ф OD bay OD day Ob да _ 
Beng boar да! деть -- 9щ 04) Onn _ 

  

sb | 4% eb 1 
= art Gap (uy t ee) + зах (Виш — FZ Ms)» 

7*
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_0Ф_ _1 2 
деру a aa + 7 (Ena + Ezz) = ta 4 г), 

om дФ 1 вы, em 
of __ 0® дао 

      
OP da 0Ф da + $2. 2a 4 2b tas 

  

деду 041 Ofmy | Oay дети Gay дер, 

_ _1 a дФ (1 
~~ 2 0a, +5 2 да (5 ° вуз — вау.) 

Ф _ 10% 1 0b /1 
д, 2 Oa, ae Ty “Gay \D “enone — ев), 

a® 1 дФ ab /1 
Oye DOG, "т 5. "бах ( еле — бравые 

Учитывая далее, что, согласно формулам (1.22), 

| ди \; (ди ги ‚(до dw (ди 
Вей = (1+ 6+) (ах) Раз (ae) + ae (Ge) = 

д (8 i д 
= (1-|- az) Си + (5 xy + o,) ох (30) | 

1. д (8% 
++ (5 2 — ву) С ), Ox 

  

  

  

  

6 (2) = (5 вау —— ты oC) + (1 -+- eyy) 5 ° ee + 

  

  
  

++ (= Cyz + Oz 

6 (222) = (5 Cx, o oy) С Си +(5е о 2. — 8 

+ (1 ey.) 2? (1.20) 

(eo) = (3%) + (1+9): ео 

tay (Ge) + O45) 8 (ap) + ae (5) + ду
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8 (9%) = (тео) 2 + 

+ (fey) (5 0 + 

+ (t 4 eee) “92 4. (J ery ,) 209 + 

а 
В (ешь) == (Тег + oy) 204. + (Ley, — o,) 200) 4 

  

  

+ (Ibe) + + coe) + 
oo) д ($ + (pee) Ge (5—6) 7, 

аи) = (Fens) 209.4 (L ey, — eng) 202 4 

  

  

  

    

  + (1+ 4,,) a +(4 вау — в) < Co 

+ (1+ yy) > oe) + (5 = г) 2S , 

и подставляя эти значения 6 (еж), ...... ‚8 (е„:) в (Ш.18), 
находим: | 

_ OD 20a) Id oy 0 2.) 

Om a oe) д oe) om a ее 
T Bez OV» ooo) 4 aa T до, dv, 200 

OD AB an 0 (8 0Ф 96 ой Нан tte ee (1.20)   
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| + (5 Cuz — On) ‚ (11.29) 

9Ф _ 0Ф |1 дФ 0Ф 
— — 90 = (5 eay + @2) 5+ (+ eyy) Bey, Г 

0% 
+6 1) Be 

0d ~=— 0®@ 1 

09 = 55 = (5 bay + 2) 5 SFO en) ie, + 
  

1 -\ дФ 
е,. — 0) — = ( 9 1/2 x) Of, 9 

9Ф 8 1 an 
д = (5—9)... - +-(5 О 

  

Рае,
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O® дФ 1 дФ 1 0Ф 
OW, — 3 22) — (> Caz — у) ежу + G ву: -Е из) дер + 

  

0® 
а + Czz) де.’ Е 

дФ o® 1 дФ 1 дФ 

Ow, 0(5=) — (5 Cag oy) Oeas + (5 Cyz + we) dey, + 
Oz 

дФ 
(1-е), 

22 

  причем oe ...) 0$ определяются формулами (11.19). 
Дежа Of». 

Если теперь обозначить через (1.23) 

6b 0 95 
О — вектор с проекциями на оси Х, У, Z: Sug? du,’ ди, 

0b 0 905 
У — n n Х, У, 2: д. д, до, ’ 

9 db Go 
WwW — ” , ” Xx, Y, 7: ди ди, ’ “Ow,” 

то формулу (Ш.21) можно записать следующим, более крат- 
ким, образом 

d[® (a,, a,, 4)] =U - grad (64) + V - grad (8v) -- 

-+-W - grad (6w), (1.24) 

где символ. означает операцию скалярного умножения двух 
векторов, а символ ота@ означает градиент. 

Подставляя этот результат в выражение (Ш.17), имеем: 

SA == ff [[U- grad (8u)-+V- grad (80) + 

+-W ; grad (8w)] dxdydz. (Ш.25)
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Учтем далее, что для любой скалярной функции Plane) 
H BCKTOPHOM YHKUHH Ya yr) 

div (od) — д Сы +20 + д (te) — 

“(i+ ee 
+5 +4, <2 7. = фу ф--Ф. тада. (1.26) 

На основании этого тождества можем написать 

U - grad (82) = @у (98и) — du div U, 

V - grad (60) = div (Viv) — dudiv V, (III.27) 

W - grad (6w) = div (Wiw) — dw div W. 

После чего формула (Ш.25) приводится к виду: 

ЗА = | { [ [div (Uda + Vb0-+ W8w)] dxdyd : — 

—ff [ [du div U-+ 80 div V -+ 8 div W] dxdydz. 

Но объемный интеграл от расхождения вектора может 
быть по теореме Гаусса приведен к поверхностному интег- 
ралу. Именно 

ГГ Г так 91 ахауаг = | [ 9,49, — аи.) 
где @„-— проекция вектора © на внешнюю нормаль к по- 
перхности, ограничивающей рассматриваемый объем (см., на- 
пример, „Векторное исчисление“ Н.Е. Кочина, стр. 144, или 
„Курс теоретической механики“ Я. И. Френкеля, стр. 85). 

Ввиду этого формула для вариации работы (Ш.25) может 
быть записана следующим окончательным образом, 

ЗА = — [ Г Г [Su div U-L80 div V-L8w div W] dxd ydz-- 

(111.28) 

+f f(U,84-+ V,30 + W,8w] dxdyde. (11.30) 

Здесь первый интеграл взят по всему первоначальному объему 
тела, а второй — по всей поверхности тела (до его деформа-
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ции), причем (/„, У„, №, суть проекции векторов 0, У, М 
на внешнюю нормаль к этой поверхности. 

Подставим данное выражение, а также формулы (Ш.8) 
и (11.16) в равенство (Ш.7). 

Перенеся все члены этого равенства в правую часть, будем 
иметь: 

ff [((aiv u + yD) и + (div V + DFS) 80 + 

-+ (div W + DF) 5%] ахауаг-|- 

+f f((@n-v,)u+ (A -v, Jao 4 (11.31 

* 
Si, * +(5* ‹ — W,) bw} ao —0. 

Так как, в силу принципа возможных перемещений, это 
равенство должно соблюдаться при любых значениях ди, 
dv, dw, то отсюда следуют три уравнения, которые должны 
выполняться во всех точках внутри тела 

divU-+ F{D= 0, 

divV-++F°D =0, (111.32) 

div W-LF{D = 0 

и три равенства 

s* . s* s* 

U,= se V,= sf WV, = sft (11.33) 

которые должны выполняться во всех точках поверхности 
тела, где заданы не перемещения, а силы (в тех точках, где 
заданы перемещения, как было выше оговорено, вариации 
би, 80, 8% считаются равными нулю и поэтому на данных 
участках поверхности тела члены, входящие во второй из
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интегралов формулы (Ш.31), будут. также равны нулю). 
Учитывая, что проекции векторов 0, У, \М суть величины 
(1.23), можем переписать уравнения (Ш.32) в следующем 

ag raw), 0 
sel aa) Ty ду i =>: Oz 2 (22) + ОЕ; = 0, 

(2) + ay (Gee +3-($) + DFi=0, (L384) 

ar (Fe) + 35 da,) + Ge (du,) + FE =o Ox 

aD O® 
Или, если подставить сюда вместо — ....., —_ их значе- 

дих 0%, 

ния по формулам (Ш.22), то будем иметь: 

1 ) дФ 

dees | + ax | + ада (3 eay—%s ) ee (5 Cnet Oy 

+ | -Е ее) Fone + (Seay — 06) Fe + 

+ (qeeet %y) ge | toe | + ae) Feb 

+ (Hay — os) tz е„г By = J+ R=0 

5 (ев в) к + а ew) Gem, + (Zeus — 2) dem | + 

у (дем -- о.) z+ (1 +- eyy) x,t 

+ (5е„— о) я, | + (111.35) 

4-2 (Seay + 2) $+ + ey) it 

1 дФ у* 4 

+ (5% — 2) 5 | + vy P= % 
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$ 28] 

> | (sens — у) и + ee + оз an + + @2) 5 | +- 

д 1 om 
+ $|(sea— vy) Fee (5 Cyz To “Jat 

ab], Of/1 дФ 
бе | t Gel (32 — 9%) и, + (ate а + 

дФ ve 
+ (1 + éz,) se |+pR=°. 

Коль скоро вид входящей сюда PyHKunH P (ay, a,, Ao) 
известен, то три уравнения (Ш.35) будут образовывать систему 
с тремя неизвестными — перемещениями точек тела и, 9, №, 
к решению которой и сводится исследование равновесия де- 
формированного твердого тела. 

+ (1 -F ees) 

$ 28. Связь между напряжениями и компонентами 
деформации 

Сравним уравнения (Ш.35) с уравнениями (П.43), выра- 
жающими условия равновесия того, выделенного из деформи- 
рованного тела, объемного элемента, который до деформа- 
ции являлся прямоугольным параллелепипедом с ребрами. 4х, 
Ду, 4г, параллельными осям Х, У, 2. 

Из сопоставления этих двух систем видно, что одна пре- 
вращается в другую, если положить, что: 

  

    

      

ot = дФ of = om ot = om 

we — ета ’ ху _ дет } we dew,” 

0b 5 0 | a 
oye = Ory Coy Bena’ бу Ce, ? (11.36) 

2 dey,’ M2 Oey, , 22 — де.. ° 

Таким образом для того, чгобы выведенные в этой главе 
возможных перемещений дифференциальные из принципа
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уравнения, описывающие равновесие деформированного тела, 
были согласованными с полученными в предыдущей главе 
уравнениями, выражающими условия равновесия бесконечно 
малого элемента, выделенного из тела, необходимо предпо- 
ложить, что между производными функции Ф (удельной ра- 
боты деформации, отнесенной к единице первоначального 
объема тела) по компонентам деформации и величинами су, 

имеет место связь, выражаемая формулами (Ш.36). 
Из этих формул сразу же следует, что 

t+ _ os =, 

я: % OO (111.37) 

= о. 
YZ Zy 

О существовании данных равенств было уже сказано ($ 20, 
глава [1). Теперь они подтверждены. Подставляя в формулы 
(11.36) вместо в;, их выражения через составляющие напря- 
жений по направлениям 4, #5, 2: [согласно формулам (П.44)], 
а вместо производных функции Ф (а, ay, 45) по компонен- 
там деформации их выражения [согласно формулам (Ш.19)], 
будем иметь: 

5 
® ЯМ бух 

бах — $. ЕЕ. — 4 Oa; о и ,г) + 

ad /_ 1 5 
+ a (‘tt Ч 2), 

  

5 " — И ви = 22 
бу — Sy I+E, + (ед -|- Е.) + 

дФ 1 
+ Odo (аа, — 4 e2,) 

м ea set Se Pie + ey) Е 
2 S,1+E, Oay\ Te 1 UY 

ob ] + 52 (teat — Fy): (11.38)
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$ * 

с* —0* —_ 52 ву __ Sy бух — 19$, + 

`10Ф/1 
= 2 да. (5 Вигбуг — вау) ’ 

+ 

2 

  

* 

o* =-с* = = Se te -L 
ve ar al-+ &, Sz1-+ Вх ave 

1 0D /1 
+5 5, (5 Срубуг — буубхе ), 

. Sy ¢ $: с 1 a@ 
o* —— ae} — 4 ft — zy — о да. 92 -Р 

* % * 

1 дФ 
+ 2 дев (5 Cay ?axz — Pxa® ye ) . 

Sx 5; Здесь =? _”, —2 определяются через компоненты дефор- 
x у 2 

мации формулами (П.36) и (П.37), а удлинения Е», Е„, Е, — 
формулами (1.29). 

Выражения (Ш.38) являются общей формою связи, кото- 
рая должна существовать между составляющими напряже- 
ния и компонентами деформации. При их выводе были ис- 
пользованы только два допущения, а именно предполагалось, 
что тело изотропно и что значение диссипативных сил в про- 
цессе взаимодействия частиц тела настолько мало, что ими 
(по сравнению с консервативными силами) можно пренебречь. 

Правые части формул (11.38) являются линейными функ- 
циями компонентов ' трех симметричных тензоров второго 
ранга 

1, 0, 0 

Iip=| 0, 1, 0}, (eaunnuneit tTexsop) 

0, 0, 1 
to 

envy Sees — 3 ay — бы 

U, = — Fay: a ean — 5 Eye , (11.39) 

1 
э Coes 9 уг Вох + Зуу
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, Та 1 1 1 ] 
Ee yy zz 4 82 4 багу — 9 62, 4 тие уг — 9 уу ха 

-] 1. 12 1. ] 
По = я бт у — 2 Cog ay) Cnn ee 122» феи аа — о Cnr yz 

1 _ 1 - 1 1 1 2 
4 Cyt yz ~~ о рута 4 брут о Сааб уг Зеабуу — 4 ory 

причем коэффициентами при компонентах этих тензоров яв- 
oD 0Ф 

ляются три инварианта -7,-, о., ди,. 

В соответствии со сделанным замечанием, формулы (Ш.38) 
могут быть объединены следующей символической записью 

o® o® o® S= 5, Wot oq, Wit 5g, Ue: _ (11.40) 

где под 5 подразумевается симметричный тензор 
$ * * 

Sax, бух, [zx 

S=| cay, yy, Sy |; (111.41) 
% *  & 

Snz, Syz, баг 

который можно назвать тензором напряжения, обобщенным 
на случай произвольной деформации. Укажем далее, что если 
ввести обозначения 

0Ф OP 

Va bn 1 agg + ду, 
_ _ 90 дФ (1.42) 

У = — д: @2 да.’ 

_ 9% 
о — да? 

то формулы (Ш.38) приводятся к виду: 

one ЧР Фивы Ч в Нч), 
буи = РН Че, Wo( ody b 4 wa 4 Or (11.43) 

про = Wat W tog Vo (eae + | cee tg eee)
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бух = 
1 

=, + Fo | (Cx + Зри) ту т 9 вы» |} ’ 

ф и Чо (еж Ezz) cts 2 ву eye} 

a = 21 Пе. WY | (yy + ег.) eet > 9 Saye cas |}. 

Таким образом установленные выше зависимости межау 
напряжениями и деформациями, путем замены одних инва- 
риантных коэффициентов пругими, можно несколько видо- 
изменять. 

Существенно отметить, что при всех подобных преобра- 
зованиях эти зависимости всегда будут сохранять структуру, 
выражаемую формулой 

S=U 0+ 0,10, | (1.44) 
roe Wy, Vy. Yo — функции инвариантов деформации Пу — еди- 
ничный тензор, П, — тензор, компоненты которого суть ли- 
нейные комбинации компонентов деформации, П. — тензор, 
компоненты которого суть квадратичные комбинации компо- 
нентов деформации. 

Хотя соотношения (Ш.38) и (Ш.43) в достаточной сте- 
пени неопределенны, поскольку в них входит неизвестная 
функция Ф (ао, а,, ао), тем не менее они проливают неко- 
торый свет на те общие свойства, которые присущи donp- 
мулам, связывающим напряжения с деформациями. 

В частности данными соотношениями ‘вполне выясняются 
вариантные (то-есть изменяющиеся при переходе от одной 
системы координат к другой) элементы этой связи. Неоп- 
ределенными остаются только три инвариантных коэффи- 

дФ OD Of 
0a,” da,’ day’ 

различных материалов и для нахождения которых неоэхо- 
димо проведение соответствующих опытов. 

В заключение отметим, что из выражений (Ш.18) и (Ш.36) 
вытекает возможность написания формулы для приращения 
работы деформации (Ш.17) в виде 

$A = Г Г f {< обе -|- Oy ydE yy -- 0,,0,» + Cay DE ary —|- 

+ oxedey, + oyzd¢y.)dxdydz. (111.45) 

x 

бт = 

f
a
 

циента. которые будут неодинаковыми Для
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Это выражение является обобщением аналогичной фор- 
мулы классической теории упругости на случай деформа- 
ций произвольной величины. 

$ 29. Граннчные условня 

Формулы (Ш.33) выражают условия, которые должны 
соблюдаться в тех точках поверхностей, ограничивающих 
деформированное тело, в которых заданы не перемещения, 
а поверхностная нагрузка. 

С учетом (Ш.23) они принимают вид: 

ef d
e
 

, 

и 08 (и, X)+ 5p 608 (1, ¥)-+ и сз (п, 7) = 

0$ db 9$ $ 
9060$ (п, Х) jo, © (n, Yy + бо. 68 (n, Z)= sft (111.46) 

aw a® дФ Sn» Sa, 698 (n, X)+ 50, 68 (n, Y) + Jy, 0S (1, Z)—= 3, Ле 

3nhech 1X, NY, nZ cyTb углы, образуемые осями Х, У, 2 
с нормалью к поверхности, ограничивающей тело до дефор- 

мации, а К, Tro ft, суть проекции на те же оси удельной 
поверхностной силы, действующей в соответствующей точке 

поверхности ‘деформированного тела. 
На основании сравнения уравнений (11.34) с тремя урав- 

нениями, получающимися после проектирования на Х, У, 2 
векторного равенства (1.39), имеем: 

  

ee a ee 
S, 7 Ou,’ Sy " diy’ S, пб — дц,’ 

o® 
—— 6 , ~ 90,’ (111.47) 
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ГДЕ Sp, &, бп, ур» би, ‹ — проекции напряжения с», на Х, У, 2 
бп, Е, Ол, no би, * — проекции напряжении си, на Х, У, 2 
бп &» Сп» бп,, ‹ — проекции напряжения с», на Х, У, 2. 

Теперь формулы могут быть записаны следующим обра- 
30M: 

$7 $' 
= On,,¢ COS (#, X) + > би, Е С0$ (п, У) -- 

x у 

S, Sn + 
PBL Sm COS (п, 7) = „Л, 

$ $, 
= бп, т cos (п, Х) + =“ Ons, 1 cos (п, Y) + . Ss Sy 
  

5 st (111.48) 
бе, Sf 

  

$. 
Sa Sn, ® cos (п, x) +5 yon C cos (п, У) + 

st $" 

$; в EE Ong, 608 (1, ZV fe 
причем входящие сюда проекции напряжений Oy, Sn,, On, 
можно выразить [с помощью формул (П.12), (Ш. 36)] через 
компоненты деформации, что позволяет рассматривать ле- 
вые части выражений (1.48), как функции перемещений 
и, 9, W. 

При такой замене данные выражения будут математиче- 
ской формулировкою условий, которые должны быть наложены 
на перемещения в тех точках ограничивающей тело поверх- 
ности, где и, 9, ® не заданы непосредственно. 

$ 30. Упрощение полученных формул в случае 
малой деформации 

Если деформация мала, то ее компонентами можно пре- 
небрегать в тех формулах, куда они входят наряду с членами 
порядка единицы. Последнее позволяет не делать различия 
(при определении напряжений) между размерами площадок 
до и после деформации, что равносильно отождествлению 
обобщенных напряжений, с, с истинными напряжениями ду. 

8 Sax. 3804. В. Новожилов.
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Соответствующее упрощение может быть введено в формулы 
(11.38), (Ш.43) и (1.48). 

Коль скоро малы по сравнению с единицею”не только 
компоненты деформации, но и углы поворота, то ‘(Kak было 
показано во П главе) уравнения (Ш.35) можно упростить, 
пренебрегая е;; по сравнению с единицею и «,, 

Дальнейшее мыслимое упрощение заключается в пренеб- 
режении в уравнениях (П.35) как е;, так и ®, после чего 
они принимают вид: 

$3 ees] + ay ду | Soe | + ae 92 Ee АО, 

+ [+ Ру =0, (1.49) дея Эру 

д дФ o® д 

$e [Se ae | +s ду я [|+ =0 

Последнее упрощение равносильно принятию’ равенств: 

o> da 0 _ 5 _ 05 A 0 _ 95 
      

    

Отт — ‘дир ? дет, Oly — 00%’ 0; ди, — ‘ди, ? 

дФ дФ a® дФ дФ ob 0® 
Oty, Oy” Oey, G0, OW,’ Oke, dw,’ (11.50) 

чему отвечает определение компонентов деформации форму- 
лами (1.120), то-есть формулами классической теории упру- 
гости. 

При этой точности рассуждений граничные: условия (11.48) 
могут быть записаны в форме 

Gee COS (n, X) + Og, COS (п, 7) + See COS (п, 2) — 

дл с0$ (п, Х) -|-- 9, с03 (п, У) вк со$ (и, 2) = 7, (11.51) 

Ore COS (п, Х) + Sey COS (п, У) +- Ore COS (м, 2) ==}, 

где с,... би суть компоненты напряжения на площадках 
перпендикулярных осям Х, У, Z. 

Формулы (Ш.51) соответствуют подчинению решения гра- 
ничным условиям без учета деформации тела. (Так и посту- 
пают, как известно, в классической теории упругости.)
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Все описанные выше упрощения по своему характеру ана- 
логичны тем, которые неоднократно рассматривались в гла- 
вах Ги П. Они могут быть объединены под названием „гео- 
метрических“ упрощений, так как основываются либо на 
пренебрежении изменениями некоторых размеров, либо на 
пренебрежении изменениями некоторых углов. Теперь нам 
предстоит рассмотреть возможности упрощения соотношений 
между напряжениями и компонентами деформации [то-есть 
формул (1.38) или (Ш.43)]. Хотя данные упрощения, как 
и предыдущие, будут зависеть от. величины деформаций, 
однако сравнивать последние придется ужв не с единицей, 
а с некоторыми, характерными для каждого конкретного 
материала, физическими константами. 

Представим функцию Ф (40, 41, а5) в виде ряда по сте- 
пеням трех параметров, от которых она зависит. Отрицатель- 
ные степени в этом ряду не могут принять участия, поскольку 
тогда удельная работа деформации стремилась бы к беско- 
нечности, при бесконечно малых смещениях точек тела от 
исходного их положения, что абсурдно. 

Кроме того, если считать что в начальном положении 
энергия деформации тела равна нулю и тело свободно от 
каких-либо напряжений, то суммирование в указанном ряду 
нужно начать с членов, содержащих компоненты деформации 
во второй степени. 

Учитывая все эти замечания, можем написать 

Фз(а, а1, а) = А, -|- Aga, ++ 
++ By a3 + Boaga, + Byay + 

+ C09 + Cyaha, + Cydqty-f Ca} + 

+ D,a3 + D gta, + Dgaiay +- Дааа? + DgQy4y + 

еее нов о (1.52) 

Здесь постоянным А, соответствуют члены, содержащие 
компоненты деформации во второй стелени, В, — компоненты 
деформации в третьей степени, С, — компоненты деформации 
в четвертой степени и т. д. 

8%



116 РАБОТА ДЕФОРМАЦИИ, ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ fra. rit 

Этот ряд можно рассматривать как общее выражение для 
удельной работы деформации изотропного тела, свободного 
в начальном своем положении от каких-либо внутренних сил. 
Его сходимость зависит как от величины параметров ао, a, 
ау (причем очевидно, что с их уменьшением она улучшается), 
так и от значения коэффициентов А, В, С, О. ..., являющихся 
физическими константами. 

Поэтому а р!ой невозможно указать, на каком члене ряд 
(11.52) следует оборвать, даже если известно, что ао, Q,, Qy 
заведомо весьма. малы по сравнению с единицею. Вопрос 
этот должен решаться путем опытов. 

$ 31. Закон Гука 

Чтобы получить отправную точку для дальнейших рассуж- 
дений, предположим, что компоненты деформации бесконечно 
малы. 

Тогда, какова бы ни была сравнительная величина фи- 
зических констант А, В, С, ... (все они имеют, между 

работа 

объем 
выражать в кг, а длины в см — кг[см?), их влияние будет 
побеждено бесконечною малостью деформаций, и в ряду 
(11.52) можно будет сохранить только члены, содержащие 
компоненты деформаций в наименьшей (то-есть второй) сте- 
пени. 

Таким образом для бесконечно малых деформаций выра- 
жение удельной работы упрощается до вида 

P (Ay, A, A) = Aya} + Aga. (111.53) 

прочим, одинаковую размерность = ‚ или если силы 

Подставляя этот результат в формулы (Ш.38), приходим 
к следующим соотношениям между напряжениями и дефор- 
мациями: 

1 
Sng = 2A {ap fe Ag (Eny -- Ezz )y бху — бух = — 5 Aetays 

] 
буи — 2A, a ++ Ay (nx + Е.) би, == бу, = — Agee, (11.54) 

Agé | ры
 

vl 

0, == А аз-- Аа (в, вру), Зуг = бау == — уг"
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Если ввести сюда вместо А, и А. новые постоянные Е иц, 
связанные с предыдущими равенствами: 

Е 

ТЕ: » 2A A= Gay Ip)’ 
то вместо формул (11.54) будем иметь: 

Ay = —   (1.55) 

_ В UU. to E . 

Б-р (бы ИЕ) ЗЕ“ 
_ В U. __ __ Е : 

ЕЕ (б-р 4), Заз — уг — F(T py “we (11.56) 

—_Ё if — oo oa 
See Topp (Peet pgs Me)» Se = On = TOE 

Таким образом при бесконечно малых удлинениях и сдви- 
гах (но не перемещениях и углах поворота, величина которых 
предыдущими рассуждениями никак не ограничивается) суще- 
ствует линейная связь между напряжениями и деформациями. 

Формулы (Ш. 56) выражают хорошо известный закон 
Гука (обобщенный на случай пространственной деформации), 
причем константы Е и 1 суть модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона. 

Из вышеизложенного следует, что для всякого материала 
можно указать такую область малых деформаций, в которой 
закон Гука будет приближенно справедлив. При этом, как 
показывает опыт, данная область для различных материалов 
будет не одинакова. 

Если обратиться к наиболее интересному для техниви ма- 
териалу — стали, то оказывается, что для нее (глава 1, $ 11 
и рисунок к нему) линейная связь между деформациями и на- 
пряжениячи наблюд%ется до удлинений порядка 10-3 —5.10-3 
(в зависимости от марки металла) и до сдвигов, примерно 
вдвое меньших. При дальнейшем увеличении деформаций 
характер зависимости между ними и напряжениями резко из- 
меняется и для достаточно точного математического ее опи- 
сания в этой области в ряду (Ш. 52) приходится удерживать 
много членов (хотя удлинения и сдвиги все еще остаются 
весьма малыми по сравнению с единицею). 

Таким образом сразу, как только закон Гука теряет свою 
силу, задача установления связи между напряжениями и дефэр-
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мациями резко усложняется. Она усложняется, кроме того, 
еще и потому, что вскоре после перехода за предел пропор- 
циональности существенно возрастает роль диссипативных 
сил, в связи с чем только часть сообщенной телу работы, 
возвращается при снятии с него нагрузки. Последнее ставит 
под сомнение возможность применения в указанной выше 
области деформаций формул (1. 38), поскольку их вывод 
основан на предположении, что деформация вполне обратима. 

$ 32. О возможностн применения формул (Ш. 38) 
к упруго-пластическим деформациям 

Тем не менее не трудно показать, что все основные зависи- 
мости теории пластичности Генки могут быть получены из фор. 
мул (Ш. 38) если ввести в них соответствующие предположения 

дФ 0Ф 
относительно характера зависимости производных да» ? Oar 

2 1 
дФ 

H ->—— OT компонентов деформации. Чтобы это показать, о 
установим предварительно на основании данных формул связь 
между двумя инвариантами тензора напряжения: 

* * * * 

C9 == Sze ву, -|- 92, 
* * 1 * ж * * о 

62 — 3с1 == 9 { (Gx — yy)? + (бхх — 922) + 

* + 2 2 2 
Tr (Syy — 922)? + 6 (oxy вх. -- у) 

и инвариантами деформации Ay, A, Qo. 
* * 

Подставив сюда в,,,..., бу, согласно формулам (111.38); 
(что удобно сделать, отнеся последние формулы к главным 
напряжениям и деформациям), после месложных выкладок 
будем иметь: 

1 * 1 ,« * * oD 2 of 
3 С2 = 3 (Oxf ayy С22) "agit Tz a3 Oa; - 

| ® 
+ x a, Vay , (11.58) 

* * OP \2, 9» ob aod 
622 — Зс1 = (3) (a3 — 3a,) + Oa, Odo (аа1 — За.) +- 

a 

OD \2, 2 
+- (=) (а1 — Зао@) . 

(11.57)
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Опыты показывают, что при переходе от упругих дефор. 
маций к пластическим резко изменяется только характер 
второй из двух написанных зависимостей, первая же (пред- 
ставляющая связь между средним значением трех главных 
напряжений и инвариантами деформации) изменяется настолько 
мало, что ее без особой погрешности можно принять такой 
же, как и в упругой области. Но, как следует из формул 
(11.56), в упругой области 

1 1 Е (one 08,4 6) = Sic (111.59) 

Отсюда, обобщая эту зависимосгь и на пластическую 
область деформаций, можем написать: 

o® 1 E 

sete 2a +he 19a) #3 1—2Qp а» (11.60) 

Далее, как показывают опять-таки результаты опытов, 

инвариант напряжений 3 — 3c, можно считать зависящим 
только от аналогичной комбинации инвариантов деформации 

аси а1, то-есть от величины a3 — 3a). Чтобы привести вторую 
из формул (1.58) -в соответствие с этим фактом, в ней 

  

дФ 
дао Oa; 

функцией только a? —da,;. C yyeTom этих двух предполо- 
жений, а также формулы (Ш.59), выражения (11.58) при- 
нимают вид: 

дФ 
достаточно положить =—— —=0 и считать кроме того 

0Ф Е 

Oa, sae (N= 3 И— 2») “? (11.61) 
S=T-W(7), 

где 

— Vl (ai — 3a,), (111.62) 

Инвариант $ в теории пластичности принято называть 
интенсивностью касательных напряжений, а инвариант Т — ин-
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тенсивностью деформаций сдвига. Здесь нет нужды пояснять 
происхождение эгих наименований, поскольку в наши цели 
отнюдь не входит полное изложение теории пластичности. 
Возвращаясь теперь к формулам (11.38) и подставляя в них 
определенные указанным выше образом значения производ- 
ных функций Ф по инвариантам деформации, будем иметь: 

ыы) Уч — 14) 
Oxy = Cay = (Г)еху, 

(»—з = (ы-34), (111.63) 

Ore = Oe = W (7) Cas 
(°=— x)= (T)( te — 3-24) 

Oye = Oey =z WT) eye. 

Полученные формулы суть не что иное, как предложенные 
Генки для упругопластических тел соотношения между ком- 
понентами деформации и компонентами напряжения. 

Таким образом данные формулы теории пластичности 
заключаются в формулах (Ш.38), как частный случай. 
Ивыми словами, несмотря на необратимость пластической 
деформации, она может быть описана с помощью формул, вы- 
веденных исходя из явного предположения обратимости дефор- 
мации, что на первый взгляд парадоксально. Следует отметить, 
однако, что использование формул (Ш.38) в теории пластич- 
ности допустимо лишь. в том случае, когда процесс дефор- 
мации активен, то-есть когда на всех своих промежуточных 
этапах деформация идет монотонно в сторону возрастания па- 
раметра ТГ. При наличии в процессе деформации разгрузки 
формулы (1.63) теряют силу. 

Л. М. Качанов [18], [19] на основе термодинамического ана- 
лиза активной пластической деформации доказал, что в этом 
случае упругопластическое тело должно быть практически 
неотличимо от идеально упругого тела с идентичной диаграм- 
мой растяжения. Упомянутое исследование внесло физическую
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ясность в вопрос и показало, что никакого парадокса в воз- 
можности рассматривать активную пластическую деформацию 
с помощью формул, выведенных для обратимых дефор- 
маций, — по существу нет. 

$ 33. О наиболее простых вариантах нелинейной связи 
между напряжениями и деформациями 

Предположим, что деформации настолько велики, что 
закон Гука оказывается недостаточно точным. Тогда в ка- 
честве второго приближения можно удержать вряду (Ш.52) 
кроме членов, содержащих компоненты деформации во второй 
степени, также члены, содержащие их в третьей степени. 
При этом в ряду (11.52) будет сохранено пять первых членов, 
откуда ясно, что упругие свойства материала в данном случае 
будут требовать для своего описания знания пяти физических 
констант. Из них первые две будут константами закона Гука, 
поскольку в пределе (при бесконечно малых деформациях) 
этот закон должен получаться из рассматриваемого. 

Подставляя выражение 

ф (45, а1, A) = A,@3 + Aga, + Bya3 + 

+- Bg%9@, +- Bsa (111.64) 

в формулы (1.38), будем иметь: 

д == (2 А, -- Аз) аа -[ (3 By 4- Bg) a3 + (By ves ла, — 

ar (Be + Bg) 49] ena + Bs [2 tae} 7 tay tz 4 

„и = (2 А, + А.) а. -- (3 В, ye FO 20 — 

— van (By-+ Bg) 4a] eyy + Boley + ZF 4 7 ay “+ 4 ву», 

в.г = (2 А, - Аз) “| (3 В, - В.) PCat Bs) — 

— [Ag-+- (Bg -+ Bg) ag] ee + By feats i eet 4 ву], 

ту — — HAs + (Bo + Bs) ао] Вр — Bs{ (Can -- Evy) ту + 

+ Faz Pye! (11.65)
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Cire = — [Ао (Ву- Вз) а] виз — Ву(еи» + ee) net 
+ 5 8ay ysl} 

бу —= — 5 [Аз -- (Ве -- Вз) ао] ег — Вз(еу- и.) Pye 

+ 5 еьи вый} 

Полученные формулы можно записать также в виде: 

Sone = ee Cl EBs a) 2b =m ok a —B, ay 
+ Bs (Caw -+ | eay-f cia) | 

cy = Thalt-b ede tg et halted 
+ Bs (y+ | 4 cay -+ + eye ›}, 

Ц Раз) вы тер 5-Е Вы — Ва, 
+B (che ры рта), (111.66) 

Cay = SET (+ Ba a2) Cay Bs (Cen + yy) Say 
+5 Pas Pyal 

Cie = FE ay {Cl + Bs a2) eae +s [Geet eee) Gxt 
+ 5 eny ell 

Cys = Say Ct + Bs 20) eye + Bo [(eyy + eee) ye + 
+ 5 Coy с} 

x 
& g 

rae E, p, Bi, By, Bg CyTb HOBbIe KOHCTAHTHI, BBEJEHHbIe BMeCTO 
1, 4g, B,, Bo, H Bg wu связанные с ними равенствами, сле- 

дующими из сравнения формул (1.65) с формулами (Ш.66).
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Сопоставляя формулы (Ш.66) с законом Гука (1.56), 
видим, что уже во втором приближении зависимости между 
напряжениями и деформациями оказываются гораздо более 
громоздкими, чем в первом. 

Существенно отметить, Что второе приближение отли- 
чается от первого лишь членами, являющимися четными функ- 
циями от компонентов деформации. При изменении знака 
всех деформаций на обратный эги члены будут оставаться 
неизменными. 

а) / 6) 7 

  

    
Рис. 16. 

Кривая растяжения — сжатия для такого материала будет 
вся лежать по одну сторону от своей касательной в начале 
координат (рис. 16 а). Между тем, для большинства материа- 
лов кривые растяжения — сжатия имеют вид, показанный на 
рис. 166 из чего следует, что отклонения от закона Гука 
обусловливаются обыкновенно не столько членами, содержа- 
щими деформации в четных степенях, сколько членами, со- 
держащими их в нечетных степенях. Ввиду этого формулы 
(Ш. 66) далеко не полно охватывают возможные варианты 
кривых растяжения — сжатия. 

Несмотря на это, пятиконстантная теория упругости, осно- 
ванная на принятии удельной потенциальной энергии в форме 
(Ш. 64), пользуется в настоящее время значительным вни- 
манием и рассматривалась во многих работах. Упругий за- 
кон, ей соответствующий, обычно называют законом Мурна-
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гана 8, хотя фактически впервые его предложил, и притом 
много ранее, Фойгт №7. Первая же попытка рассмотрения 
связи между напряжениями и деформациями, в форме, от- 
личной от закона Гука, была сделана Бюльфингером в 
работе Ш, опубликованной в трудах Российской Академии 
Наук в 1729г. 

В свете сделанных выше замечаний небезынтересно наря- 
ду с пятиконстантной теорией упругости Фойгта исследовать 
и такие формы ‘нелинейной связи между напряжениями и 
деформациями, в которых первые являются нечетными функ- 
циями последних. . 

Для самого грубого учета такой нелинейности удельную 
работу деформации нужно принять в виде: 

® (dy, A, Ay) = A, аз-- Аза, +-C, a3 -- Со ааа, 

Са Са, (111.67) 

удерживая в ряду (Ш.52) все члены с четными степенями 
деформации (до четвертой включительно). Тогда после под- 
становки (11.67) в (Ш.38) или (Ш.43) и рарсуждений, по- 
добных предыдущим, будем иметь следующие выражения, 
связывающие напряжения с деформациями: 

* . Е 9 3 
бах — ТЕР +h + %2%]ex2 + Toa, 4 +15 a2 — 

12 
— (29: + 2 14) 21 Gat 1420+ 4 Le [ exe + “4 Say 

+7 %. |} ’ 
) 

ее 1-1 28 ое, ао ера Ре и)еи-ь у (itp) { 1! 92 12 @1| Fay Ya@at Ean uy) au 

+ Fens ву] | (111.68) 

Здесь Ё, 1, 11, 12, 13, 14. суть шесть физических кон- 
стант, из коих пять последних безразмерны, а первая имеет 
размерность напряжения. Эти формулы еще более громоздки, 
чем формулы (Ш.66), и следовательно учет нелинейности 
связи между напряжениями и деформациями (даже в самых 
грубых приближениях) может доставить много математи- 
ческих неприятностей при решении конкретных задач,
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Данное заключение остается в силе даже, если учесть, что 
некоторые из шести физических констант, входящих в фор- 
мулы (11.68), видимо могут быть пренебрежены или выраже- 
ны друг через друга (что можно установить опытным путем). 

$ 34. Заключение 

В этой главе было установлено, что нелинейность про- 
никает в теорию упругости по трем путям, а именно через 
формулы для деформаций (1.22), через уравнения равновесия 
объемного элемента тела (П.43) и через формулы связи 
между напряжениями и деформациями (Ш.З8). 

При этом в первых двух из перечисленных совокупностей 
формул учет нелинейных членов обусловливается геометри- 
ческими соображениями {необходимостью считаться с углами 
поворота при определении изменений размеров линейных 
элементов и формулировке условий равновесия объемного 
элемента). 

Что касается третьей совокупности формул, то в ней 

нелинейные члены появляются, если деформации превосходят 
по величине некоторые характерные для рассматриваемого 
материала физические константы (именуемые пределами про- 
порциональности). 

Таким образом в рассматриваемой задаче можно говорить 
о нелинейностях двух типов — геометрической и физической. 
Их можно считать не связанными друг с другом, поскольку, 
как неоднократно подчеркивалось еще в Г главе, малость 
углов поворота не влечет за собою малости удлинений и 
сдвигов (и наоборот). 

Отсюда в теории упругости могут встречаться задачи 
следующих четырех типов: 

1) линейные физически и геометрически; 
2) нелинейные . физически, линейные геометрически; 

3) линейные физически, нелинейные геометрически; 
4) нелинейные физически и геометрически. 
В задачах первого типа углы поворота будут величинами 

одного порядка с удлинениями и сдвигами, а удлинения 
будут менее предела пропорциональности для рассматривае- 
мого материала. Простейшим примером задач этого типа 
является растяжение прямого стержня силами, 'вызывающими
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в нем напряжения, не превосходящие предела пропорцио- 
нальности. 

В задачах второго типа углы поворота также будут не- 
существенными при проектировании сил, действующих на 
объемный элемент и при определении деформаций, однако удли- 
нения будут превосходить предел пропорциональности, что 
потребует написания зависимостей между напряжениями и 
деформациями в нелинейной форме. Пример задач такого типа 
можно получить из рассмотренного выше примера, осложнив 
его предположением, что напряжения в стержне превосходят 
предел пропорциональности. 

В задачах третьего типа углы поворота будут существенно 
велики (при деформациях, не выходящих за пределы пропор- 
циональности). 

В качестве примера на этот тип задач можно указать изгиб 
тонкой стальной полосы. Известно, что полосы из хорошей 
стали допускают сведение своих концов и потом выпрямляются 
без следов остаточных деформаций, что свидетельствует 
о Том, что в Них, даже при весьма больших перемещениях 
и углах поворота, напряжения не выходят за предел теку- 
чести (который для стали близок к пределу пропорцио- 
нальности). 

Наконец, в задачах четвертого типа деформации будут 
выше предела пропорциональности, а углы поворота настолько 
велики, что потребуют учета нелинейных членов как в фор- 
мулах, связывающих напряжения с деформациями, так и в урав- 
нениях равновесия элемевта и выражениях для деформаций. 
Пример для этого случая можно получить, осложнив предыду- 
щий пример предположением, что напряжения в изгибаемой 

полосе превосходят предел пропорциональности. 
Как уже сказано, для стали предел пропорциональности 

близок к пределу текучести, так что физически нелинейные 
задачи для этого материала по существу входят в компетен- 
цию уже не теории упругости, а теории пластичности, Поэтому 
задачи второго и четвертого типа рассматриваться в дальней- 
шем не будут. Не будут также рассматриваться и задачи 
первого типа, поскольку они являются предметом классиче- 
ской (линейной) теории упругости. 

Таким образом, имея в виду применение выведенных формул 
к металлам (и притом главным образом к стали) и придержи-
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ваясь темы „нелинейная теория упругости“, мы должны 
в дальнейшем сосредоточить свое внимание только на зада- 
чах третьего типа (линейных физически, нелинейных геомет- 
рически). Иными словами, мы будем предполагать в дальней- 
шем, что связь между напряжениями и деформациями со- 
ответствует закону Гука (что равносильно предположению, 
что. удлинения и сдвиги весьма малы по сравнению с едини- 
цею), а углы поворота настолько велики, что ими нельзя 
пренебрегать ни при определении деформаций, ни при напи- 
сании уравнений равновесия объемного элемента, выделен- 
ного из деформированного тела.



ГЛАВА IV 

О ПОСТАНОВКЕ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
В НАПРЯЖЕНИЯХ 

$ 35. Еще две формы написания уравнений равиовесия 
объемного элемента. 

Возвратимся к системе (П.43) и попытаемся преобразовать 
ее таким образом, чтобы коэффициенты в ней стали функциями 
не параметров е;„, ®‚ а компонентов деформации. 

Учитывая, что упомянутые параметры выражаются через 
перемещения и, 9, Ww формулами (1.6), (1.7) и выполняя 
в системе (П.43) дифференцирование произведений, получаем 
следующие три уравнения: 

CAGE E+E 
ди * 

+ 5 we ") +5 Oz Ce +35 sie = =) -- 55 ono Ня ду уу 

ди ,* д?и Ou = 

T 3p 022 “et 2 yay oe вау | 2 Sede 9хд2 Orne +2 aay дгду ви: Е 

+ Fe=0, (IV.1) 

  

dv dc, да», y dc, 

5s (oar tO ae + § 2) (52 + и 
и: ду do, до = 
и (5 vn) 1 Oe, Cae Gy 2°yy + 

He 

020 = * 080 * * 

Toe На Oxy | а уг Г ум =0 

Oy + 
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до" дс” dc, до" ди By Say vy 92 

a2 (= + a te) te + + ae) + 

д д8% * Cw » 
+ (1+5 (Gz Ge toy rae ее) бд пб |- 

aw wis | "aki d*w 
Рая 5-2 дхду ru 1 2 дубе vet ay pt ip =O. 

dv 
=, третье Умножим первое из них на 1 —. Второе на р 0 = p ax? 

ow 
Ha 5 и затем сложим все три равенства. Результатом 

указанной операции, если принять во внимание, что 

ди\? dv\2 dw\2 ee HE HG +E) 
dv\ dv , Owow 

mre r( + су) iT Ox dy? 22) 5 
+ 20) 2 до до +(1 4.0) ae 

C2 T 9¢32 7 г 02 /дх › 

Ор нЕ 
EAD ELE RIES, vs 
SP а-я оон аа, 

“ee = (1 +5) 9х8 ay ta sep toe ae 

SE (| + 5g) ance te anor te Dee x 

“ay дет: _ де ву __ д?и dv 0% Ow Aw 

a bay oy Ox _- —2 [(1 + 55) apes T a dydz Г 5 5585 | 

т уравнение 

  

д Om, don, до" 
(1-[ 2еи») (5: fw tm) cay (“set и iy "| wi) 

ama Fe) „У  (1--E,) Fs=0, (IV.3) 

  

Че (Се 

9 ак. 3804. В. Новожилов,
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в котором 

* ет беру — деуу . / ДЕ де... 
Г = Ong Ox ” yy (ae —3e)+ 2 (ae — ae) 

* * де де де Oc 

-- р ен 20x, ze +o ву (95 —* + у — so): (IV. 4) 

* и * , Cu Ow nt Е, в 
Установим тут же физический смысл голученного диф- 

ференциального соотношения. Как видно из Ш главы, три 
уравнения системы (П.43), а следовательно, и системы (1У\.1) 
выражают равенство нулю сумм проекций на оси Х, У, 2 
всех сил, лействующих на элемент, выделенный из дефор- 
мированного тела. 

С другой стороны (согласно таблице, приведенной в 5 2), 

ди 
1+ Cae 1+ 3 

cos (Х, 1) = ТЕ —1- Е. ° 

1 д 

get ae 
cos (Y, 11) = ТЕ, — TLE, ’ (IV.6) 

1 io ow 
. g “wz TY Ox 

08 (4, = TEE, TES | 
Отсюда, ясно ито уравнение (1.3) выражает равенство 
нулю проекции на направление 1, главного вектора всех 
сил, действующих на элемент деформированного тела 
(рис. 14). 

Соответственно Е“ есть проекция на то же направле- 
ние удельной объемной силы, действующей в рассматриваемой 

точке. 
Подобным же образом (а именно путем сложения ра- 

венств (Г\.1), после предварительного их умножения сначала 

uy 4% 0% yy savem na, & (1 -|- о) можно ВЫ- 
На ду, ду’ ду dz’ Oz? dz 
вести еще два уравнения, аналогичные (1.3), выражающие
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равенство нулю сумм проекций на направления 15 и 1; всех 
сил, действующих на объемный элемент тела. 

Эти два уравнения получаются из уравнений (1У.3), (Т\.4), 
(1V.5) путем циклической перестановки букв х, у, 2 и с0- 
ответственно HU, UV, W. 

В итоге приходим к следующей совокупности дифферен- 
циальных уравнении: 

498d (EF a) tm Gee) + 

  

bea ae ue = F) tle Ub Fd Fimo 

tay (a я + “0 С +7 ии “= 4 

+ cp ae и ee) tt а вре —0. (IV.7) 

ты 
+ (1 Dogg) (Seep a) 1, + +E) Fe=0. 

Здесь [, и Г, определяются по формуле (IV.4) путем цик- 
лической перестановки х, у, 2 

Рассматривая уравнение (1\.7) как алгебраическую сис- 
тему с тремя неизвестными (выражениями, стоящими в круглых 
скобках и решая ее, находим: 

дб re ts 

9х. 2, Sey x 4 3 a ge =(L, + Е) 620 (Lyt ty Fu) + 

ten + и Fs) =0, 

  

+= ve Oe 5 и gry (2. + 7 Fa) -- guy (Ly + — Fy) 4 

+ eH (L, + a Fs) = 0, (1V.8) 

9*
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V* o* V* wt Moe oe 4 ee ее гаи (У в) 
, У us 
ele ++ Fz) = 0, 

Т1-Н- 2=иу» вуз 

уг 1 + 2. 

“De 

где 

  

р 
——, 

    

go 
} 1 

= pil + Ze yy) (1 -}- 2e,,) — в] =D Yom 

1 .. 1 ge = тя а --2е,.) (1--2е„,) —е2] =,  @У.9) 
1 1 

8 = " - 2») (1 -f 2eyy) —22,] =e Yee, 
1 

gry = — Hr [ев (1 —f 28,2) — Вуг Ege 277 prety » 

gre — — [ene (1+ 26) — Pay Eyal = ont Yor, (IV.10) 

1 ... о 
gy? = — pi [Eye (1 + 2€ p55) —— Eng ea] = 35. Чув . 

Причем ДР — известный по [ главе определитель формулы 
(1.94; 1.95], а {п-— см. формулы (11.15). Система (1У.8), 
подобно системе (1\.7), имеет определенный физический смысл, 
который поясним без доказательства. Именно — если система 
(IV.7), Kak было выше указано, формулирует условие ра- 
венства нулю главного вектора всех сил, действующих на 
элемент тела путем приравнивания нулю сумм йх проекций 
на Чаправления &, 1», 1, то система (1У.8) формулирует 
тоже условие путем приравнивания нулю сумм их составляю- 
щих по тем же направлениям. 

Поскольку векторы й, 15, 13 не ортогональны, постольку 
уравнения ([У\.7) и (1\У.8) не тождественны, хотя констати- 
руют один и тот же физический факт. 

Таким образом мы теперь имеем три варианта написания 
уравнений равновесия элемента, выделенного из деформиро- 
рованного тела: | 

а) систему (П.43), выражающую условие равенства нулю 
главного вектора всех сил, действующих на элемент тела, 
путем проектирования этих сил на неподвижные оси Х, У, 7;
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6) систему (IV.7), выражающую то же условие, путем 
проектирования этих сил на направления 11, 1, fg; 

в) систему (1.8), выражающую то же условие, путем 
разложения этих сил по направлениям 11, 14, 15. 

$ 36. Упрощение уравнений (1\.7), (1У.8) применительно 
к малой деформации 

Если удлинения и сдвиги весьма малы по сравнению с еди- 
ницею, то (как было указано еще во П главе) допустимо 
пренебрегать деформацией элемента тела при формулировке 
условий его равновесия. В’ этом, случае важно учесть при 
проектировании сил только поворот элемента. 

Иначе говоря, при составлении уравнений статики можно 
считать 11, 1, & ортогональными, не делая, следовательно, 
различия между проекциями и составляющими какой-либо 
силы по направлениям этих единичных векторов. Из сказан- 
ного ясно, что при малой деформации разница между систе- 
Mamu (IV. 7) и ([\.8) должна исчезать, и они должны стано- 
виться тождественными 

Чтобы достигнуть этого, надо в первой системе пренебречь 
Ел» Ву’ 8,2 ПО сравнению с единицею (отбросив кроме того 
члены, содержащие множихелями е„,, 8,» е,г), а во второй 
системе надо положить: 

gre ~~ | — 25. 251, 859 5 — в, 25 0, 

gt =~ — 2, 0, (IV.11) 
gu m1 —2e,, 1, g¥emr—e,, 0, 

822 5} й —2¢,, 1. 

В итоге указанных упрощений уравнения (1\.7) и (ТУ.8) 
ee B “ee 

Ox se 4+ 2 Oy oe Oz) Soy (2 Ox ) | 

‚ / де де , | де ‚ 0 

+ ot ( д" — 52) + Oxy “dy Ног Е 
де де де 

toyz ( ar tay oo чи) |= Ех = 0, 
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. (Sov == + 

Зое er Ox ду 

Чад (и + 
еб Sat) toys SU pt me 0, 

сах (Рё баз) | (1\.12) 

+ eet ton (s+ fe an 
+ on git tot ptt FL 

Первое из написанных уравнений есть условие равенства 
нулю суммы проекций (составляющих) на направление 11, 
всех сил, действующих на объемный элемент тела. Соот- 
ветственно два других уравнения выражают аналогичные 
условия, но для проекций (составляющих) сил на направле- 
HHA ig HW ig. 

Напомним, что речь идет об элементе тела, выделенном 
в окрестности точки х, у, г и представляющем до деформа- 
ции прямоугольный параллелепипед с ребрами 4х, dy, dz, 
параллельными осям Х, У, 7. 

        

  

     

  

$ 37. Еще одна форма граничных условий 

В предыдущей главе ($ 29) было установлено, что в тех 
точках поверхности, ограничивающей деформированное тело, 
где заданы не перемещения, а силы, должны соблюдаться 
равенства (11.46). 

ные равенства имеют следующий развернутый вид: 

[(1 +5 ee ди а, a “| Cos (a, x) + 

-- (2 + an) x Oxy ayes +3 Z ay; [cos (x, у) + 

H(i +5) ore +5 oy, + sz, |eos( Z) =F es
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[5 “cae +(1 + $2) oy +32 ssoos (1.x) + ({V.13) 

+ Е бы | (1 + 6.) Е ду |с0з (", У)- 

+ [5 ог, + (1 +55) o +2, +] cos (nz) — Sh, 

E aot Se coy + (1 + р), | сз ("„Х)-+ 

+15 cay Ру oy + (1 + 9 я cos (n¥) + 

Snot 
+5532 ахг —- oye Е (1 +38) o5 ]cos (nz) — д 

и выражают условия, что проекции на направления X, Y, Z 
напряжения, действующего на поверхности, ограничивающей 

тело, должны быть равны соответствующим проекциям удель- 
но# поверхностной нагрузки. 

Но равенство вектора напряжения вектору удельной по- 
верхностной нагрузки может быть сформулировано также 
и путем приравнивания проекций данных двух векторов на 
направления 1;, 1%, ig. 

Для получения граничных условий в такой форме умножим 

первое из выражений (1\.13) на (1 +), BTOpoe Ha oe, 
Ow 

третье на ae и сложим затем все три выражения. 

В итоге (5$ 35) придем к равенству: 

| (1 + 2 Exe) Sixx -- ху Oxy - Exe Ona] cos (n, А) + 

+ (14 2 eg,) Say + exy Syy + ene Syel COS (7, Y) -b 

+{(l +-2 Ena) One -- Soy oye + Cag Cee] со$ (п, 2) == (1.14) 

=e (14+ 4)n4+ Ste].
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Но в силу (IV.6) 

ow (1+5): + Bit аа ЕЛ, (1.15) 
% 

где / — проекция удельной поверхностной нагрузки на на- 
правление 1.. 

Таким образом 

[C1 + 2 a2) Sayan + Say Sony + ag Ora] cos (n, X) -|- 

+ [C1 + 2 enn) ony &ny yy + Spe One] COS (2, У) | (IV.16) 
+ [(1 + 2 eg,) Sore +- Sony се Ene are] cos(n, 2) == 

s* 

=> (1+ E,) fz. n 

Отсюда путем циклической перестановки’ букв х, ¥, 2 
можно получить еще две формулы, выражающие равенство 
проекций на направления1, 1% вектора напряжения на нпо- 
верхности, ограничивающей тело, сответствующим проекциям 
удельной поверхностной нагрузки. Если удлинения и сдвиги 
пренебрежимо малы по сравнению с единицею, то в формулах 
вида (!\.16) можно пренебречь всеми членами, содержащими 
множителями компоненты деформации, в результате чего придем 
к следующей упрощенной формулировке граничных условий: 

One COS (nt, X) + Syy COs (n, ¥) -- ви, 03 (п, 2) == 12, 
Sym COS (2, X) + вуус0$ (п, У) + oy, cos (n, 2) = fy , (IV.17) 

0.2 С0$ (п, Х) -- в,,с0$ (п, У) -- в, с0$ (п, 2) == fz. 

Заслуживает быть отмеченным лишний раз тот факт, что 
A A_ A 

nX, nY, AZ суть углы, образуемые нормалью к поверх- 
ности, ограничивающей тело в положении до деформации. 

Что касается с;—то это составляющие (проекции) напря- 
. * . * 

жения по направлениям f, ig, igs... , 2 Say и, /, — проекции 
на эти же направления удельной поверхностной нагрузки.
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$ 38. Упрощеице уравнений (3.7), (1У.8) ирименительно 
к случаю, когда углы поворота малы 

Если углы поворота малы но сравнению © единицею, пре- 
вышая в то же время существенно удлинения и сдвиги, то 
(как было установлено в $ 22) уравнения равновесия (П.43) 
могут быть приближенно заменены уравнениями (П.49). Дан- 
ному упрощению соответствует замена системы (1У.12) си- 
стемою: 

0 ее дру 09 до, dw, g», 

ae Ge Su Gy Fe Ge Sa Ge ТГ 
Ow, dw, . 

+: ‘Be BE t e(-52 ду 08 \=— 2%, 
“ey oe дуг де; до дот 
т 02 8 Gz бе vy буз ду + 

” 30 д Cw * e 
al г о 5 (5 9—4) =— Гу, (1.18) 

OSes = де, 9х доу 

Ox +e ay 3g Ce Oe T Syy ду wa Bz t 
дос ~ 05 <u) . 

F Oya Gz + een (3 HF =F 
из которой следует, что при, пренебрежимо малых по срав- 
нению с единицею углах поворота должны существовать 
приближенные равенства: 

  

дру Oey, ежу Aw, 

ax ~ Ox — dy ~ Gy? 

Оерх Ofgy Deeg Ow, 

ay ~ Ox т, 
де дер бел dw 
а ЗЕ, (IV. 19). 
Oey, _ emg OE ze _ dwy 

“Ox ~ Oz Ox ~~ Oz” 
Degg д, Olyg __ до 

ду. Чу dz Oz? 
еуу  Fye 4еуу Ge 

ee ~ ty 4 ду,
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dw, ‘dw, де ета __ дер 

бу oz ~~ dz Гду Ox? 

до, 0х ду; ежу Deg, 

Е а Oe a —>. (1V.20) 
OW» 0% we Way 

9% — бу + tee 
формулы (1\.19) будут противоречивы только при условии, 
что производные 

Oey Clee eye egy Og, Oeyz 

    

Wy Oe? be? “oe? Oz? ay? (V-21) 
пренебрежимо малы по сравнению с производными 

Oeyy Ota, Olzz Dea dep, 9 Coy , 

Ox? de’ бу’ ду’ de? “oz (УТ) 
(соответственно). 

Противоречия не будет и в том случае, когда все (или 
некоторые) из производных (Т\.21”) окажутся пренебгежимо 
малыми вместе с соответствующими производными (1\.21^. 

Кроме вышеуказанного требования необходимо еще соб- 
людение какого-либо одного из следующих трех соотношений 

ету Dez ~ Oy, 

“dz ' Oy Ox?’ 

де; | Ofny Ey, 

бх Год ~ 7 By”? 
Ota, Oey Oey 

oy "ax ~~ 92} 

что вытекает из (ТУ. 20). 
Таким образом предположение, что все углы поворота малы 

по сравнению с единицей, налагает определенные ограничения 
на величину производных от компонентов деформации. 

Формулы (Г\У.19), (ГУ.20) устанавливают связь между 
производными от компонентов деформации и производными 
от компонентов поворота, имеющую место в рассматриваемом 
частном случае, Из данных формул следует, что те и другие про- 
изводные являются, вообще говоря, величинами одинакового 
порядка. Отсюда (поскольку повороты считаются значительно 

(IV.22)
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превосходящими удлинения и сдвиги) можно сделать заклю- 
чение, что компоненты деформации должны быть существенно 
более быстро изменяющимися функциями координат, чем 
углы поворота (по крайней мере в некоторых направлениях). 
Чтобы данный вывод не противоречил предположению о ма- 
лости деформаций, приходится допустить, что размеры тела 
в указанных выше направлениях малы, так как в этом слу- 
чае нарастание деформаций, за счет большого их градиента 
будет ограничиваться малостью области изменения соответ- 
ствующей координаты. Последнее остается справедливым 
и при углах поворота, сравнимых с единицей. 

Таким образом геометрически нелинейные задачи (то-есть 
задачи, в которых удлинения и сдвиги считаются не выхо- 
дящими за пределы справедливости закона Гука, а относи- 
тельные повороты волокон считаются большими по сравнению 
с деформациями) могут встречаться только при исследовании 
деформации таких тел, которые имеют в некоторых направ- 
лениях существенно малые размеры. Подобными телами явля- 
ются тонкие стержни (тела имеющие малые размеры в плос- 
кости их поперечного сечения), тонкие пластины и тонкие 
оболочки (тела имеющие малые размеры в направлении, пер- 
пендикулярном их срединной поверхности). 

Лишь для таких тел геометрически нелинейные задачи 
имеют реальное значение. . 

$ 39. Обобщение соотношений Сен-Венана на случай 
больших поворотов и деформаций 

В классической теории упругости существенную роль 
играют дифференциальные соотношения, выведенные Сен- 
Венаном и называемые либо условиями совместности дефор- 
маций, либо условиями интегрируемости уравнений, связы- 
вающих перемещения с деформациями. С помощью данных 
соотношений задачи теории упругости можно решать непо- 
средственно в напряжениях, не прибегая к предварительному 
определению перемещений. Аналогичные, но соответственно 
более громоздкие соотношения (тождественно удовлетворяю- 
щиеся при подстановке в них компонентов деформации, 
выраженных через перемещения) могут быть установлены 
и в нелинейной теории упругости.
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Следуя обычному принципу изложения этой книги, мы 
получим их сначала без каких-либо пренебрежений (то-есть 
применительно к произвольной деформации) и затем упростим 
применительно к случаю, когда удлинения и сдвиги малы 
(но повороты какие угодно). Путь вывода искомых соотно- 
шений весьма прост, если воспользоваться сведениями из 
тензорного исчисления и, наоборот, весьма затруднителен, 
если эти сведения не принимать во внимание. Поскольку 
данный вывод относится скорее к области дифференциальной 
геометрии, чем к теории упругости, мы проведем его в тен- 
зорной форме, рекомендуя читателю, для которого он окажется 
труден, пропустить приволимые ниже выкладки, ознакомиз- 
щись лишь с их окончательным результатом. 

В самом начале книги была допущена возможность по- 
строения декартовой системы координат Х, У, 7. Это равно- 
сильно утверждению, что рассматриваемое пространство 
является эвклидовым. Но если так, то компоненты TeH- 
зора Римана — Кристоффеля (тензора кривизны простран- 
ства) должны быть равны нулю, какой бы криволинейной систе- 
мою координат в этом пространстве мы ни пользовались. 

гы 

В частности они должны быть равны нулю и в системе х, 

у, 2, которая приняга нами для определения положения то- 
чек деформированного тела. 

Для ковариантных компонентов тензора Римана — Крис- 
тоффеля существуют следующие выражения (см. „Векторное 
исчисление и начала тензорного исчисления“ Н, Е. Кочина, 
изд. 1938 г., стр. 445). 

1 { 0g; Za 0g 0g А о бы Sek 
Rory 2 tare Ox*OX' oxtox + sae 

—— ge [Ге 4 ° Гр, px — Го, дл ° rs, ut J» (IV.23) 

где: 2, — суть ковариантные составляющие фундаментального 
тензора криволинейной системы координат х!, х®, х3, 

2 — контравариантные составляющие этого тензора, 
Г, «— символы Кристоффеля, выражающиеся через ко- 

вариантные составляющие фундаментального тен- 
зора посредством формул: 

1/9813 , 98m 985% 
ry, j= (=). (1V.24)
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Отметим, что (по установившемуся в тензорном исчислении 
обычаю) в правой части формулы (1\.23) опущей знак двой- 
ной суммы по индексам си р. Применим `фофмулу ([У.23) 

к криволинейной системе координат х, у, 2 (установив длЯ 

определенности соответствие Хх у-+ 2%, 2- х8). Кова- 
риантные составляющие ее фундаментального тензора будут 
равны: 

Sex = 1 “fF 22 war, $) == 1 + ZEyys S22 = 1 + 28225 

Suny = Pay Lyn = Pye 2-е,» (IV.25) 
в чем можно убедиться, составив на оснований формул (1.21) 
и (1.5) выражение для квадрата расстояния между. двумя 
произвольными точками деформированното тела. Что касается 
контравариантных составляющих фундаментального тензора, 
то они (см. цитированный курс Н. Е. Кочина, стр. 390) 
будут определятся формулами (1У.9), (ТУ.10). 

Подставляя (1У\.9), ([У.25) и (1\.24) в. (1У.23), получим все 
ковариантные компоненты тензора Римана-Кристоффеля в си- 

к к м 

стеме х, у, 2. 
Из них различными будут только шесть (поскольку речь 

идет о пространстве трех измерений — см. курс Н. Е. Кочика, 
стр. 445). Приравнивание их нулю даст искомые шесть 
дифференциальных соотношений между. компонентами дефор- 
мации (ибо только через них выражаются в данном случае 
как 2. таки 2). 

‚ Ниже приводятся два из этих шести дифференциальных 
соотношений. 

Остальные четыре могут быть получены из них путем 
циклической перестановки букв х, у, 2 

Oe no 1 a deny “= Oty, 

— sat 5 axe +a — ae) 
1 Ета (беру nee. дез дет дет 

= eee E oe (ae oy 52) - 2 | + 

  

деуу /деху Glam 1 деуу /дехиу Oey, дет 

+a | oe (a yw) Bae ae hae + 
дез / бет: = ее 1 де, „дет беру 

+= = [19а — > a a le +58 se ~)|+
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1 Oey беру , бела де дехх Оеуу 

[а (у ar) tae — 
бел бету Dey aed 1 deg, дез 

+ 3” ls 2 ax “a (ae + 

дез де» дет дез дет дес 

+a a) +a Ox Oy oz Oy —_ 

арх де» деуу / дез дет 

<5 ae] +8" [ae (ae ae) + 
де., /дежу Dexa деуу Obey, 

ду (az ay у )— “Ox Ox 
1 (Oty, 0еуд Olay (Oley дву bm, 

7G+3 — = ) (t+ GE) I; (IV.26) 
Demy eae Dey 
Oxoy oy? ax? 

~ = (5 Ge ]+ 
кво [о (+ 
ее [9 (+ 
С ду 

Oey Дет деи _ dene ду 

3) + Ox ду ду Ox 

(= “ae ) (= — беуу 

+=" | (as ду дх ) t 
i. 

— —————— eae oe ee 

ду 02 Ox 02 

  

  

  

  

      

  

  

  
eye any Osa „бета , дез Demy 

“ar (ay oy a) ae “ar (5 5х —=)|+ 
Eas Oe dey, Demy дет de yg 

te [Ce alate a) a 
__ sw) —_ р (“2 Oey, —_ Эеху 

Oz dx \ ay Ox 92 ) 

Выведенные шесть дифференциаЯьных соотношений долж- 
ны оставаться в силе при любых значениях перемещений 
и, 9, ®. 

  

    

  

IV



$ 40] СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ МАЛОЙ ДЕФОРМАЦИИ 148 

Отсюда следует, что они должны удовлетворяться тожде- 
ственно при подстановке в них вместо компонентов дефор- 
мации их выражений согласно формулам (1.22). 

$ 40. Упрощение соотношений (1У.26) для малых 
деформаций 

Если удлинения и сдвиги весьма малы по сравнению 
с единицею, то разница между контра- и ковариантными 
составляющими тензора Римана—Кристоффеля в криволи- 

нейной системе координат х, у, 2 будет несуществен- 
ной, происходя лишь за счет членов порядка компонентов 
деформации. Чтобы устранить соответствующие члены в фор- 
мулах (1У.26), надо принять упрощение, заключающееся в 
формулах (1\.10), то-есть надо отбросить в ([\.26) все чле- 
ны, имеющие множителями компоненты деформации (но не 
их производные!). 

В итоге этого пренебрежения получатся следующие шесть 
приближенных соотношений 

I Cron, Tuy Peny + о 7(3e 4 

° У. дх? дхду ду 

exe ay 2 (022 Pexa\ (Oye dey + — Se) GEE) EE) 
дру (деху tas) a и 

  

  
  

  

  

      

ду Nox oy) Ox \ey — сх 

Ge, Oe, 0? Ory, DE yy\2 O€,,\2 1 /de,, 

age tat ayes = + Cae) HCG) tay + 
    

  

    

  

az? Oyoz ду 
deny Dey, Сер дру Дете де. 

Г 02 —-=) — (5 — и) (5: — ax) 
exe (Oly, Dewy деру /ОЕуг де. 

—92 ( ду 02 )— ду er —ъ) 

O'e,, Op, Ege дед дЕ„г\3 

WL. Setar — anne = (GE) + GE) + (9 "+ 
де. де. де де. /д®зу Ох 

еб) — (2—3) Са ay) 
де Е fxg =) де... (Se — ee) 

’ 

  

  

  

  

  

“ex Vaz ox) 02 \ ax Oz
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дет 1 0 /Otyy | Oty, де _ O84 OF n'y 

У. yee 3 az (“ae ду —%) - ду 92 
1 де, л, /дет, . O8y2 О» 1 de,, /0ep, 

+a de (ae te a) +9 a et 
Oey, Dlgy 1 Beye /Oty, , дету dey, 

ау dz —a)— 
Ceyy (Oley, One деи "дет Olay ме) (а) 

07, 1 O (Oey, деру — де __ Oy де 

дха2 2 oy (ae 92 — ву) 
1 de,, (08, Oey, dey 1 de, /O&x 

+5 +S +7 SGE+ 
Oty, dey, 1 деуу (делу , Oey, Op, eh har eB 
Oly, (Oly, eyy бехх /деху Deyy 

—se( ay eyelet 0х ) 

де, 1 д (= де. rv) O82 OF 22 

  

(IV.27) 

      

—_— eee — — 3—5 VI. 

  

дхду 20z2\ dy Г 9х 02 дх ду 
1 деть ‚деть Oe де,» 1 Oeyy./ Oey, 

532 Cay bar — ae) +3 ae (ae + 
дез у de, 1 de,, /0ty, eae бету 

+e pt ae (se OE) 
Dena ( 8х, 32) деуу (== де». 

бу \ 92 Ox) Ox. a a 
Само собой разумеётся, что эти последние соотношения 

уже не будут тождественно удовлетворяться при подстановке 
в них формул (1. 22). Однако, это будет происходить лишь 
за счет членов, имеющих множителями компоненты дефор- 
мации, то есть за счет членов, пренебрежимо малых по срав- 
нению с членами формул (ТУ. 27). Поэтому формулы (У. 27) 
можно рассматривать как условия совместности деформаций 
при малых удлинениях и ‘сдвигах, считая их обобщением 
сен-венановых соотношений на этот случай. 

Наличие в (ТУ. 27) дополнительных членов по сравнению 
с соотношениями Сен-Венана обусловливается тем, что по- 
следние соотношения выводятся в предположении, что углы
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поворота и деформации малы по сравнению с единицею и 
являются величинами одинакового порядка малости, тогда 
как формулы (У. 27) заключают в себе только предполо- 
жение о малости деформаций, но не налагают никаких огра- 
ничений на углы поворота. 

$ 41. О возможности формулнровки задач теории 
упругостн в напряженнях и деформациях 

Сведения, изложенные в трех первых главах этой книги, 
позволяют написать дифференциальные уравнения нелинейной 
теории упругости в перемещениях и поставить для данных 
уравнений надлежащее число краевых условий. 

Настоящая глава дает принципиальную возможность ре- 
шать некоторые задачи нелинейной теории упругости и не- 
посредственно в напряжениях. 
Действительно — уравнения равновесия в форме (1. 7) 

или (ТУ. 8), при отсутствии объемных сил, не содержат пе- 
ремещений в явном виде: в них входят лишь комноиенты 
напряжения и компоненты деформации. Соответственно не 
входят (явно) перемещения и в граничные условия (У. 16). 
Отсюда, дополнив уравнения (1У. 7) или (У. 8) формулами 
(Ш. 38) и (У. 27), мы можем решать задачи нелинейной 
теорни упругости без необходимости выражения деформаций 
через перемещения. Тем самым задача нелинейной теории 
упругости сформулирована в напряжениях и деформациях 
(при условии отсутствия объемных сил и независимости 

fe, ys fe OT перемещений). 
Не исключена возможность, что этот второй путь ре- 

шения в некоторых конкретных случаях будет более удобен, 
чем первый (то-есть чем путь решения задач в перемеще- 
ниях.). Однако и независимо от этого результаты настоящей 
главы представляют интерес, так как изложенные в ней 
формы уравиений равновесия и граничных условий часто 
оказываются удобными и при решении задач в перемещениях. 

Что касается соотношений (У. 27), то они могут быть 
полезными при проверке степени точности тех или иных 
упрозценных формул, обычно принимаемых при определении 
деформаций в геометрически нелинейных задачах. 

В связи с последним замечанием следует вспомнить, что, 
как было указано ($ 38), областью применения геометри- 

10 зак, 3804. В. Новожилов.



146 О ПОСТАНОВКЕ ЗАДАЧ В НАПРЯЖЕНИЯХ [ra. tv 

чески нелинейной теории упругости является исследование 
упругого равновесия гибких тел (тонких стержней, пластнн 
и оболочек). Для всех подобных тел задача о их дефор- 
мации может быть упрощена путем некоторых вполне обо- 
снованных пренебрежений. Так, например, при исследовании 
плоского изгиба стержней, можно считать, что по высоте 
профиля стержня перемещения изменяются линейно. Послед- 
нее равносильно пренебрежению углами сдвига по сравнению 
с углами поворота. Аналогичный прием может быть исполь- 
зован также и в теории пластин и оболочек. Кроме перечислен- 
ных упрощений, отражающихся лишь на формулах для дефор- 
маций, используются также и упрощения уравнений равнове- 

сия, основанные на том, что при деформации гибких тел неко- 
торые из возникающих в них напряжений всегда’ оказываются 
существенно малыми по сравнению с другими напряжениями. 

Все упомяиутые упрощения, хорошо известные по ли- 
нейной теории пластин, оболочек и стержней, полностью 

переносятся и в нелинейную теорию, где они являются еще 
в большей мере обоснованными, поскольку разница между 
углами поворота и углами сдвига в’ нелинейной теории ока-. 
зывается еще более значительной, чем в линейной теории. 
Соответственно еще более значительной оказывается разница 
между большими и малыми напряжениями. Применимость 
геометрически нелинейной теории упругостн к гибким телам 
и вытекающие из этого указанные выше упрощения фор- 
мул в значительной мере облегчают решение геометрически 
нелинейных задач. В конечном счете данные упрощения сво- 
дят любую трехмерную геометрически нелинейную задачу 
к двухмерной или даже одномерной. Однако, несмотря на 
все эти упрощения, геометрически нелинейные задачи (ввиду 
нелинейности соответствующих дифференциальных уравнений) 
остаются достаточно трудными. Точное их решение — как 
правило, невозможно, а приближенное — связано с весьма 
громоздкими вычислениями. 

Тем не менее значительное число геометрически нелиней- 
ных задач в настоящее время уже нашли свое решение, а 
проявляемый к ним повсеместно интерес позволяет надеяться, 
что в ближайшем будущем круг решенных задач будет про- 
должать расширяться. 
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ПРОБЛЕМА УПРУГОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

$ 42. Неоднозначность решення задачи теории 
упругости 

Известно, что дифференциальные уравнения линеализиро- 
ванной теории упругости, основывающейся на принятии за- 
кона Гука и пренебрежении нелинейными членами как в фор- 
мулах для компонентов деформации, так и в уравнениях 
равновесия объемного элемента, имеют в каждом конкрет- 
ном случае единственное решение. Иными словами, класси- 
ческая теория упругости дает для каждого тела, при задан- 
ных для него нагрузке и условиях закрепления, единственное 
положение упругого равновесия. 

На самом же деле решение рассматриваемой физической 
задачи не всегда однозначно. Фактически одно и то же 
упругое тело при одних и тех же нагрузке и условиях за- 
крепления может иметь и несколько возможных положений 
равновесия. Неправильный вывод, к которому приходит 
в данном случае классическая теория упругости, объясняется 
недостаточной точностью ее формул, при выводе которых 
отбрасывается влияние поворотов на выражения для компо- 
нентов деформации и на уравнения равновесия. Между тем, 
при исследовании неоднозначных форм равновесия упругих 
тел учет этого влияния совершенно необходим. 

Когда тело имеет несколько возможных положений упру- 
гого равновесия, то обычно не все они бывают устойчивы 
и, следовательно, не все они являются равновероятными. 
Отсюда в задачу теории упругости входит не только оты- 
скание форм упругого равновесия, но и выяснение их устой- 
чивости. Существенно при этом отметить, что в случае на- 

10*
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личия нескольких возможных форм равновесия, та форма, 
которую дает’ классическая теория упругости, обычно 
является неустойчивой. Из этого замечания ясно, что исполь- 
зование классической теории упругости при расчете проч- 
ности и деформации реальных конструкций может привести 
к катастрофическим последствиям, ввиду того, что иногда 
в действительности конструкция будет деформироваться совер- 
шенно иначе, чем предусматривает расчет. 

В настоящей главе будет изложена теория устойчивости 
упругого равновесия тела произвольной формы в области 
деформаций, не выходящих за пределы справедливости закона 
Гука. Чтобы получить отправной пувкт для дальнейших рас- 
суждений, предположим сначала, что составляющие поверх- 
ностных и объемных` сил, действующих на тело, бесконечно 
малы. Тогда (при конечной жесткости тела) перемещения 
всех его точек будут также бесконечно малыми. Соответ- 
ственно бэсконечно малыми будут удлинения, сдвиги и по- 
вороты. Но бесконечно малая деформация подчиняется урав- 
нениям классической теории упругости и, следовательно 
(в силу указанной выше теоремы единственности), при бес- 
конечно малых нагрузках всякое тело будет иметь только 
одну форму упругого равновесия и притом такую, какая 
может быть получена из уравнений классической теории. 

Примем далее, что нагрузка на тело зависит только от 
одного параметра и начнем этот параметр постепенно уве- 
личивать. В некоторых пределах данного изменения решение 
будет продолжать оставаться единственным и только по 
достижении параметром нагрузки некоторого определенного 
значе ия (которое назовем критическим) появится возмож- 
ность еще одной, не предусматриваемой классической теорией, 

формы у'ругого равновесия. 
‚ Поскольку критической нагрузке соответствует мо- 

мент наступления возможности раздвоения решения за- 
дачи, постольку два положения равновесия, ей соответ- 
ствующие, будут лишь бесконечно мало отличаться 
друг от друга. 

Последнее обстоятельство и будет положено в даль- 
нейщем в основу теории определения критических нагрузок. 

Из вышеизложенного видно, что в случае, когда внеш- 
HAA нагрузка на тело зависит всего от одного параметра



$ 43] УРАВНЕНИЯ ДЛЯ КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК 149 

условие устойчивости упругого равновесия выражается не- 
равенством: 

Р < Рьр., 

причем р„р. будет функцией формы и размеров тела, его 
упругих свойств, условий его закрепления и характера на- 
грузки. 

Так как во многих задачах нагрузка действительно 
характеризуется всего одним параметром, рассмотренный 
выше случай представляет наибольший практический интерес. 

Тем не менее, встречаются и такие задачи, в которых 
нагрузка зависит от двух или даже большего числа пара- 
метров (р, 4, г...). 

Задавшись тогда какими-либо значениями отношений 

Е =4[р, Rg=rlp,...0- 

и увеличивая затем параметр р; мы придем опять к фор- 
мулировке условия упругой устойчивости конструкции в виде 
неравенства 

Р < ркр. 

Однако в данном случае ркр будет функцией не только пе- 
речисленных ранее факторов, но и функцией отношений 
k,, kg..... Отсюда ясно, что при зависимости нагрузки на 
тело от нескольких параметров, условие его упругой устой- 
чивости будет выражаться неравенством вида 

Л(р, 4, г....)<К, 
где /— некоторая функция параметров нагрузки, а К — число, 
от нагрузки не зависящее. 

§ 43. Дифференциальные уравнения для определения 
критических нагрузок 

Пусть нагрузка на тело равна критической. Тогда для 
него будут возможны два и притом бесконечно близких по- 
ложения равповесия. 

Перемещения, соответствующие одному из них (тому, 
которое в, рассматриваемый „момент теряет свою устой-
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чивость), будем обозначать и, 9, у, а перемещения, соот- 
ветствующие другому, будут: 

и = п- аи, V=U+ay, W=Wtaw, (У.1) 

Здесь: аи (х, у, 2), а9,(х, у, 2), аш (х, у, 2) суть те 
дополнительные перемещения, которые нужно сообщить точ- 
кам тела, находящимся в первом (исходном) положении равно- 
весия, чтобы перевести их во второе (новое) положение 
равновесия. При этом функции и!, 9., 1, будем считать 
конечными, а коэффициент « бесконечно малой, независимой 
от х, у, г величиной. 

Выразим компоненты деформации, соответствующие вто- 
рому положению равновесия, через компоненты деформации, 
отвечающие исходному положению равновесия и дополни- 
тельные перемещения. Подставляя (\.1) в (1.22), находим: 

° 7 п о / и 

Cnn = Pum art Aree Spy = Pay bay + Weary, 
° / и __ 22° 7 ad 

Eyy = Eyy + A8yy + A eyy ба = в Ре, -Г 4, (V.2) 
© / и ® / м 

Exe Bez ft @е..-[ 48а вр, еуг-|- чер, WE yx, 

вы (98) + (%) + (=) ], 
иене. (V.3) 

где. 

. a= 5 ди ди дис OU 090 ди‘ 9% 

ax tay y ax ay Vax aT ae ay 

суть значения компонентов деформации в первом положении 
равновесия; 

/ Ouy + Ou, Ou; + G9 0M OW y OW, 

Fare = Oe Ox Ox ax 0x Г Ox Ox’ 

De ee ke eee (V.4) 
г. = oe Ou, дио ди1 диод о OU Ov; 900 0 

4 Oe Ste Ty Ox Vax ay Tay ie Г 

OW Ow, OW AW, 

+ дх ду Tay 9х, 
оо оо # Ш @ =
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суть параметры, зависящие как от производных 4%, Up, Wh, 
так и от производных ц,, 9, Wy; 

ее [(5=) + (=) +(65) 
® a e e e e ® e e ® о e e ® e e (V.5) 

"о Ou, Cus Ou, ду OW, OW 

“=v = Os Oy Von ay Toe 
e e ® e e e e o e 

суть параметры, зависящие только от производных ц\, %;, W, 
и притом содержащие лишь квадратичные члены. 

‚ Подставляя (У.9) в (Ш.56), то-есть в формулы, выра- 
жающие закон Гука, будем иметь: 

Срд == Sapa + AS nr +- аа вгу == т + Any + OG a 
о 2 7 uf 

Syy = yy + ачуу + ау, Ganz = One -f Aang -f- 4*5n2, (V.6) 

      

G,, = 0,,-+- aaz, + aa,,, бу == Sys + as,,-} a%s,,. 

Здесь: 

e о E о 

ое в), IEA 
=” = Е (= уу ++ — ь с. = _В =. (V.7) w THe P39)? Se Зы) 

о т ® Е ° 

em ipa (etre) + Se EA 
аз = = Ene м Eyy + Eze, 

9 e 

a Sis И 1; выражаются через =; и =: подобно тому, Как с; 

выражаются через =. 
Заметим, что в силу бесконечной малости Параметра @ 

члены формул (\.2) и (У. 6), содержащие его в квадрате, 
будут величинами второго порядка малости. Учет их для 
дальнейших рассуждений этого и следующего параграфов 

несущественен и поэтому они могут быть отброшены. При- 

меним теперь ко второму из двух рассматриваемых поло- 

жений тела выведенные во второй главе уравнения равно-
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весия объемного элемента (которые будем привимать в форме 
написания (П.48), так как, допуская применимость закона 
Гука, мы должны считать компоненты деформации прене- 
брежимо малыми по сравнению с единицею). Вводя переме- 
щения (У.Г) и напряжения (У.6) в данные уравнения и от- 
брасывая при этом члены, содержащие множитель а в сте- 
пенях выше первой, находим 

le
 {(1- Cine + aa) San + & (1 -Ё ева) ов» -Ё 

+ | 3 (Coy + a¢0y) — oa cay +2 (5 Cay — 2) Poy + 

+ [5 Cae aeie) + 0 + aay [зы На (ое 4 ву) аш || 
+ BAC pcre + ata) ony аа + eee) cay + 
+ [2 (2 вели) — 95— 05] oy $a (Sey — 02) fig + 

-|- 

+ 

—
r
—
 
_
 

© I
sl
e 

eh
 

| (cles eine) + yf aay | за На (рез Е ау) о} | 

FAC + enw + ae) Se + (1 + eae) Oe +| 3 (Cay +20) — 

— 0; —a0,] oye + 4 (ey — 02) oye + [5 (Cae + че) + 

{ву Е вау | в а (be оз - в) сы} + Fe= 0. (V.8) 

Два других уравнения этой системы могут быть полу- 
чены из написанного путем циклической перестановки ин- 
дексов Хх, у, г. 

При этом в уравнении (\У.3), кроме ранее принятых обозна- 

чений, Cs, 0; суть значения е;; и ®; при “=U, V=%, 
‘ 7 

Поскольку перемещения #%, 9, ®%, так же как и 4, 9, W, 
соответствуют равновесному положению точек тела, по-
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стольку, кроме уравнений вида (У.8), должны существовать 
и уравнения вида: 

Se Ot che) (рези — 9) авы (о еызной вы} 
Fate + ea) any + (5 ежу — 2) Syy (> Cove + wy) ous} -- 

f 

= \ (14 ena) eas t+ (5 вау — 8 ша + (a Cte +04) ous} + 
+ Feo = 0, (V.9) 

(два других уравнения — циклической перестановкой хуг), 
получающиеся при отнесении системы (П.48) к исходному 
положению равновесия. Заметим, что компоненты объемной 
силы Рь, Р„, Ру можно считать независимыми от перемеще- 
ний, то-есть одинаковыми как в первом, так и во втором 
положениях равновесия. Это вытекает из того, что единст- 
венной объемной силой, с которой приходится считаться 
в статических задачах теории упругости, является удельный 
вес тела, компоненты которого на независимые от дефор- 
мации направления. будут постоянными величинами (если 
не считаться с изменением объема тела при деформации). 
Учитывая это замечание и вычитая затем из уравнения (У.8) 
уравнение (У.9), приходим (после возможного сокращения 
на я) к следующей системё однородных дифференциальных 
уравнений: 

2. { 6: Cva%nx | (1-Е ежа) бт | (Fe ery — a2) 0; a, + 

+ (5 5 езу— 6: ) 54 ба Е (5 Cnet у); Sing (2 Cg + oy) oie} + 

+ = PxaSay + (1 + exe) Cay + (5 Cy — oz) oy + 

+ (3 eay — i) ayy + (5 Cnz +0 ay) “(5 eae + ay) oye\ 

+34 eats + (1 + 62) Ove (7 Cay — &*)8ye 

+ егу — 2) Oye + (5 Cre 0 и) == | | 

+ (yet oy) axe} =9 (V.10) 

d
e
s
t
e
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(два других уравнения — циклической перестановкой ху?). 
Существенно отметить, что система (\.10) будет линей- 

ной относительно производных OT Uy, D1, %; по х, у, г. 

Последнее явствует из того, что a4, е/, у входят B (V.10) 
линейно, а сами они (в силу формул (1.6), (1.7) и (Ш.54) 
являются линейными функциями упомянутых производных. 
Что касается системы уравнений (У.9), соответствующей 
исходному положению равновесия, то она, вообще говоря, 
будет нелинейной относительно производных от 4, Up, Wye 

Однако, в большинстве практических задач углы пово- 
рота, отвечающие начальной форме равновесия тела, бывают 
либо равными нулю, либо величинами одного порядка с удли- 
нениями и сдвигами. Иными словами, к исходному положе- 
нию равновесия обычно можно применять формулы класси- 
ческой теории упругости. В этом, наиболее важном по 
своему практическому значению частном случае уравнения 
(У.9) принимают вид: 

  

  

  

Ac.» дет Oo» 

Ox Ру 2 Т Рё ==0, 

dc, , do, , do, 
. _ 2Yy _ YY 1/2 — oe ; + F,=09, (V.11) 

dc. 
= | Р, = 0,       

где 
—_ Е 6 be о о __ E ° 

ба Гы (29-ГО 8% Sey = Tay ° 

  

° Е о uu ° ° __ Е о 

Sw = Te Cw Ta STR OY 
о Е о Ш © о E о ° 

te = Tp Cet ae ou а, 
° ° о о д 0 Ow 

be = Cam} Cyy + eee = + yt Ge о 

Решив линейную систему (\У.11) при задаиных граничных 
условиях, которые могут быть удовлетворены без учета 
деформации поверхностей, ограничивающих тело, мы“ полу-
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чим перемещения Yo, Up, %, и напряжения, соответствующие 
исходному положению равновесия; При этом указанные ве-. 
личины станут известными функциями координат х, у, 2 и 
неопределенного пока что параметра (или параметров) внеш- 
ней нагрузки. 

Вводя затем данные функции в уравнения (\.10), `мы 
придем к линейной, однородной дифференциальной системе 
относительно цу, Vi, Wye 

Эта система (при задании для нее однородных граничных 
условий, которые выяснятся несколько ниже) будет иметь 
отличные от нуля решения лишь при вполне определенных 
(являющихся ее характеристическими числами) значениях 
параметра нагрузки. Каждому такому его значению будет 
соответствовать точка разветвления решения уравнений тео- 
рии упругости. 

Таков путь исследования упругой устойчивости. 
Заметим, что из предположения о допустимости примене- 

ния к исходному положению равновесия классической теории 
упругости выгекают некоторые возможности упрощения 
также и уравнений (У.10). В самом деле — для перехода от 
системы (\У.9) к системе (У.11) нужно было пренебречь 
в первой. системе всеми членами, имеющими в качестве 
коэффициентов еху, у, что, как известно (& 23), равносильно 
пренебрежению углами поворота линейных элементов тела, 
при проектировании сил, действующих Ha его объемный 
элемент. 

Но если так, то нет основания сохранять аналогичные 
члены и в системе (У.10). 

Отсюда эта система может быть написана следующим 
образом: 

(\.13) 

me + ета та + (5 ежу — «а Say + (5 nx + ay | cas + 

+. — ду У ое: Sry -|- (> езу— «. (5: Cet oy) ays} -| 

7 

НН cy — 8) yz + (4 eae + 09) 22) 0 
‚ Суз.
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Рассмотрим далее выражения (\.4), записав их предва- 
рительно в виде: 

ena = (1-е) 5 on + G Cry 0) 5 ov «Е (5 ед — и, 

7 д ov ° ди ° ov oT oe 
xy yt ant @ ох дуге уу ие (те: ту — ant 

`/1 09 ow 
+ (5 ute) 9+ (2 yz — 05) 52+ (V.14) 

т де: 

В соответствии с намеченной выше системою упрощений 
и здесь следует пренебречь всеми членами, умноженными 

на es, ;. Тогда для параметров г; получим (вместо формул 
(У.4) гораздо более` простые выражения: 

, / Ou, / 2 Ou, Ov; 
Son == Oca = Ox? Coy = Cay = ay 1 Ge? 

t / OV ’ г ди ow 

yy = Cyy = “Fy » Snes = Cae = + G ae (V.15) 

г у Ow / e. о ох. 
Ee, = Coe SS 92 ) Cy, = ar tay 

Возвращаясь теперь вновь к уравнениям v.13 заметим, 
/ 

что в них параметры ®; пропорциоиальны дополнительным 
углам поворота, которые получает объемный элемент тела 
при переходе от первого положения равиовесия во второе. 

Что касается до Cis, то они, как только что было установ- 
лено, пропорциональны (с тем же коэффициентом пропорци- 
ональности @) дополнительным компонентам деформации. 

Для задач на потерю устойчивости упругого равновесия 
обычно характерно превращение форм равновесия с малыми 
углами поворота в формы равновесия с углами поворота, 
существенно превосходящими компоненты деформации. Это 
дает основание пренебречь в уравнениях (У.13) всеми чле- 

J 7 

нами, умноженными на еду == ед, по сравнению © членами,
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умноженными на wy. Учитывая данную возможность, приво- 
дим систему (У\.13) к следующему виду: 

д / го ‚о 

J | Se — ввозу Е виа | + 

д 7 о / о 

Чен] + 

д 
—- — Oz | биз — wz Oye + Oy узы | = 0, 

д , ° ‚о " 
az | Soy — 8 Sue + оо | 

д 4 о го 

+ ay [и — Фе бу: -- , oie | + (V.16) 

д s sf 0 ‚о 

- 5: бгу — Wa Sez + Wz Seq = 0, 

of го’ ‚ © океаны 
д , ‚о ‚о 

-- 5 | < — &y Spe + ии || 
oy 

+2 | oss — Wy Som +. we dey |= 0, 

который и будем считать окончательиым. 

После подстановки сюда вместо 84, 0; их выражений, урав- 
нения (\.16) превратятся в систему из трех линейных одно- 
родных дифференциальных уравнений с тремя неизвестными 
и) 91, Wy, К определению характеристических чисел которой 
(при заданиых краевых условиях) и сводится вопрос нахож- 
дения критических нагрузок, если исходное напряженное 
состояние относится к числу задач классической теории 
упругости. 

$ 44. Краевые условия проблемы упругой 
устойчивости 

Сформулируем, воспользовавшись для этого результатами 
предыдущей главы, краевые условия для системы (\.16). 

Они могут быть получены путем сравнения краевых ус- 
ловий для первого положения равновесия с краевыми усло- 
виями для второго положения равновесия.
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Пусть на некоторой, части поверхности, ограничивающей 
тело, заданы геометрические граничные условия, то-есть 
явно заданы перемещения. На остальной части этой по- 

верхности пусть заданы компоненты внешней нагрузки Ё, 
* * 

Fy Лг- Общий вид геометрических граничных условий мо- 
жет быть записан в форме: 

=9,(%, У, 2), 9 — Фа (х, у, 2), W = 95 (x, Y, 2), (V.17) 

rae: 9, (x, VY, г), Фа(х, у, 2), 93 (х, у, г) — заданные функции. 
Эти равенства должны соблюдаться как в первом, так и 

во втором положениях равновесия. Отсюда (на соответствую- 
щих участках поверхности, ограничивающей тело) имеем: 

10 — 91, 9 — Фа, 0 == Фз, 

Uy Ay = Fy, UT AY, = Pg, Wo} aw = Ys. 
Вычитая верхние равенства из нижних, приходим к сле- 

дующим краевым условиям для и, 9, %,: 

u,=0, v7, =0, w,=0, (V.19) 
которые должны соблюдаться в тех точках границ тела, где 
перемещения явно заданы. * Выпишем далее для первого и 
второго положений равновесия краевые условия в тех точ- 
ках, где задана внешняя поверхностная нагрузка. 

Для исходного положения равновесия (если учесть, что 
оно считается относящимся к Числу задач линейной теории 
упругости) условия равенства сил на поверхности тела бу- 
дут иметь вид: 

Sonn COS (1, X) + ory cos(n, 7) -- даа 60$ (п, 2) = 

= fe (lo, Up Wo) = Л, 
Sxy COS (1, X) + oy, cos(n, Y) -+ oy, cos(n, Z) = 

=f, (Wor Uo» Wo) = Sm 
саг 603 (п, Х)- уг с0$ (и, У) -- о, с0з (п, 2) = 

= Л (#10, о, 0) = Д, 

* Отметим, что 11, Vj, №, в точках тела, где перемещения за- 
даны, должны подчиняться тем же условиям, какие там же нала- 
гались иа вариации перемещений. Даниое обстоятельство будет 
использовано в следующем 6. 

(V.18) 

(V.20) 
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где 72 (и, с, 5), Л, (из» 9%, 90), Л (Шо, 9, 0) суть значе- 
ния проекций удельной поверхности нагрузки на оси Х, У, Z 
в первом положении равновесия. Для второго положения 
равновесия (смежного с предыдущим) аналогичные условия 
напишутся следующим образом: 

би, С0$ (п, Х) -- сиё соз (п, 7) -- оспы с0$ (п, 7) = 

= fi (tg fat, U9 + 4V,, Wo 4p), 

бп, 1С03 (п, Х) - Gny,n COS (12, Y) + en,,c COS (n, Z) = 

ef, (tg fatty, V+ 20,, Wy + 2w,), 

бп, 5 С0$ (п, Х) ви, cos (п, У) си, соз (п, 2) = 

= fi (uo fF Aly, Up -$ 40, Wy + aw), 

или, если учесть формулы (П.39), (П.42) и (У\.6), а также 
те упрощения, которые были приняты в предыдущем пара- 
графе, имеем: 

[Sem @ (сах — Wz8ny + ySx2)] cos (NX) + 
+. [2% а (s.r — 0.Зуу +- бу: со$ (пУ)-- 

-|- [6 |- а (ваз — иду + Wyz2)] COS (NZ) = 
== fi; (Up + 4 ty, Up + 49,, Wy Ра). 

Вычитая формулы (У.20) из формул вида (\.22), приходим 
к следующей формулировке граничных условий, которые 
должны быть наложены на функции и., 9, %, в тех точ- 
ках поверхности тела, в которых заданы внешние силы. 

(Sng — вши + O80) COS (1X) + 

+ Coy — Oey + “yy cos (nY)+- (V.23) 

+ (сх. — O25 72 -- Wy Tze) cos (NZ ) = 

= lim {= [Fe (4p 1% 44, % $4, M+ 4M) — fil} . 

(V.21) 

(v.22) 

0 

Два других граничных условия могут быть получены пу- 
тем циклической перестановки х, у, г.
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Заметим, что если в предыдущем параграфе объемные 
силы можно было ‘считать независящими от перемещений, 
то в отношении поверхностных сил такой возможности, 
вообще говоря, нет. В частности, если поверхность тела 
находится под действием гидростатического давления (дав- 
ления жидкости или газа), то удельная поверхностная на- 
грузка хотя и будет при деформации сохранять свою вели- 
чину, однако, ее направление будет изменяться (поскольку 
гидростатическое давление всегда направлено по нормали 
к поверхности, на которую оно действует). Отсюда будут 
изменяться при деформации и ее компоненты ft, f,, fr. Ta- 
ким образом, правые части формул вида (У. 23) считать 
равными нулю нельзя. 

Для тел, поверхность коих находится под действием 
гидростатического давления — 

Ле (шо, 9%» Wo) = — p cos (n”, X), 

Fy (Uo, %, Wo) = — pcos (n°, Y), (V.24) 

Ле (Шо, Up, Wo) = — pcos (n°, Z), 

fog (Ug © 4,, I --%V,, Wo &W,) = —pcos(n', X), 

Fy (4 7 2 Uy, +4, Wy -f4W,) = —pcos(n', Y), (V.25) 

Fz (Uo $4 Uy, I 4%, Wy а!) = —pcos(n',Z), 

где р — внешнее давление, а под n° un п! подразумеваются 
направления нормалей к поверхностям, ограничивающим тело 
в первом и втором положениях равновесия. 

На основании формул (5 2) имеем: 

cos (n°, X) = +E [С + 5%) cos (п, Х) -- 

+e cos (n, Y) +3; oto cos (n, 2)|, 

cos (1°, nr cos (n, X) + 
(V.26) 

+(1+4 +5 Gt) cos (м, У) т: a cos (n, 2)|,
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aE [5 соз (и Х) т 

+ 22 cos (n, У) + (1+ 95 )соз(и, 2) |, 

- [2 24% 2 B48) 08 (0, + 

cos (n°, Z) = 

  

  

cos (n'!, X)= TH 

+($2+< a St) cos (n, Y)-+(52 а St) cos (n, 2)|, 

с0$ (п1, У) = ale + «a a) cos (n, X) ++ (У. 27) 

+(1 + 0 4 a Ft) cos (n, Y)+(S2+a S21) cos (n, 2), 

ТЕГ (SS +a—1 0 St) cos (1, X)+ 

+ (5%. +a “F-) cos (n, и (1 +5 

cos (n!, Z) = 

  

he -- а aor) cos (n, z)|, 

где п означает направление нормали к поверхности, ограни- 

чивающей тело до деформации, а Е», Eh суть относитель-. 
ные удлинения в этом направлении, соответствующие пер- 
вому и второму положениям равновесия. 

Предположение о малости деформаций позволяет упро- 

стить эти формулы путем пренебрежения Е», В по сравне- 
нию с единицею. 

Подставив после atoro (V.26) B (V.24), a (V.27) 
B (V.25), получаем граничные условия задачи упругой -устой- 
чивости для тела, нагруженного гидростатическим давлением 

В виде. 

(ата — вв ову | Фубиа) COS (11, Х)-| (ау — визуу + 
+ убив) со$ (п, Y) + (Sinz — oe + 0yz2) cos м 2) = (\.28) 

=—p| 3 cos (n, X) {+ 5“ “ay 698 (п, У) {+ а 1 cos (n, 2)|, 

11 зак. 3804, В. Новожилов.
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учитывая далее формулы: 

-дх = Owe Oy = 27, 

ди 1, ' 

а также принимая во внимание, что в предыдущем пара- 
графе была установлена возможность пренебрежения пара- 

7 7 

метрами е; по сравнению с ®;, приходим к следующей окон- 
чательной формулировке граничных условий (У.28). 

(С — w; Oy + wy ся) cos (n, X) +- 

1-(ozy — в, 0 ySy2) cos(n, Y) + 

-- (даа — 0,893 + уз?) со$ (п, 2) = (V.30) 

= p [w, cos (п, У) — wy cos (”, 2)], 

$ 45. Энергетический критерий определения 
критических нагрузок 

Указанный выше путь отыскания критических нагрузок 
сводит эту задачу к определению характеристических чисел 
системы линейных однородных дифференциальных уравне- 
ний (\.16) при граничных условиях (\.19) или (\.23). Этот 
путь выгоден, если ставить себе целью получение возможно 
более точного решения. Однако, во многих конкретных слу- 
чаях последнее оказывается недостижимым и тогда более 
удобно решать проблему упругой устойчивости, исходя из 
иного критерия, который может быть получен путем сле- 
дующих рассуждений. 

Из формулы (1.45) и закона Гука вытекает возможность 
написания выражения для работы деформации упругого тела 
в виде: 

1 
А= С + Суубуу + ба 2 + Схубту -- 

- са,в а, + уг у) dxdydz (V.31)
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(имея в виду использование этой формулы в дальнейшем лишь 
для случая малых деформаций, мы не делаем здесь различия 

между обобщенными напряжениями oy и истинными напря- 
жениями с+;). Применим (\У.31) ко второму из двух смежных 
положений равновесия тела, то-есть к положению, которому 
соответствуют перемещения (У.Г). При этом в отличие от 
предыдущих параграфов будем удерживать не только члены 
первого порядка малости (то-есть умноженные на «), но и 
члены второго порядка (то-есть умноженные на а?). 

Придерживаясь этой степени точности рассуждений (необ- 
ходимость которой выяснится из дальнейшего), будем иметь: 

A= A°-+ aA) + aA, (V.32) 

где 

Ге оао ада | абуеоь | 
+ oo ey + Oyatya) adxdydz, 

AQ) == 7 Г Г f (CoE ne +- ое + Ouse -- уу + 

ое д + Ont de ре + 
+ aon + уе + Sense ors + Sye8 yz) axdydz, 

AQ = 3 f [(Ceataw-+ %yy2yy + 2028 yy + Snyeay + 

+ caste + бузбуя + Snalaee + Oyyeyy + 

+ бобр + odyexy + date + Syetye + зав + Oyye hy “f 
+ ange, + anyery Lt omse de + oyet%e) dxdydz, (V.33) 

причем параметры фу, C4), ey) определяются формулами (\.3), 

(\.4), (У.5), а параметры оз, су, oe связаны с ними фор- 
мулами вида (\.7). 

11*
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Заметим, что, на основанни упомянутых формул (\.7), выра- 
жения для А@) и А) могут быть записаны следующим более 
простым образом: 

Ай) = ff Г Cae -- ууу + а + Saye any + 

-- 3° Ens -- Oye ya) dxdydz, 

AM = Ff ff lemaeae + орви - дык + Saytay | 
-- саави | се + 2 ( ааа - сре 

- са» -|- одуеау + Onetwe + Oystye)] dxdydz, (V.34) 
что нетрудно проверить, если выразить в двух последних 

формулах (\.33) оу; через ез/, а ей, через 0%. 
Воспользуемся теперь началом возможных перемещений, 

причем виртуальные приращения будем давать не суммарным 
перемещениям (\.1), а лишь дополнительным перемеще- 
ниям ап, “9, в, то-есть будем рассматривать возмож- 
ные перемещения Buda: adu,, adv,, adw,. При этом ди, 89,, 
9%, надо будет считать равными нулю в тех точках ограни- 
чивающей тело поверхности, где перемещения заданы. 

В такой постановке начало возможных перемещений для 
второго из двух рассматриваемых положений равновесия 

выразится равенством: 

8A =a [8 (AM) + a8 (AM)] = 0 [8 (R,) +8 (Ra)], (V.35) 
roe: a3R,—padota объемных сил, а6 Ю, — работа поверх- 
ностных сил на виртуальных перемещениях аб ш,, аб9,, adw,. 

(Вариация 6 (9) =0, поскольку A® oT u,, V1, W, He 3aBH- 
CHT.) 

Работа объемных сил будет равна: 

aR, =a f [[Еёдш, -- ‚бо -- Роб] ахдуаг, 

где под Ре, Р., Ре следует подразумевать значения проек- 
ций удельной объемной силы для второго положения равно- 
весия. Однако, как было указано (5 43), величины и напра- 
вления объемных сил можно считать независимыми от де-
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формации, что позволяет отождествлять Рё, Р., Рев фор- 
муле (\.36) с их значениями для исходного положения 
равновесия. 

Что касается работы поверхностных сил, то она опре- 
делится выражением: 

wR, =a f Г [ем - бо, -- 8] а, (V.37) 

где fe, fy» fe суть составляющие удельной поверхностной 
нагрузки во втором положечии равновесия. Их нельзя отожде- 
ствлять с аналогичными составляющими для исходного поло- 
жения равновесия (как уже было отмечено в предыдущем 
параграфе). 

Вследствие этого представим формулу (\.37) в виде: 

3, = SRY) + adRP, (V.38) 
где. 

80 = Гл (to, Uo, 0) ви, -- Л, (ис, 9 о) 69, -- 

ЕЛ (щь, 9» во) ара = | [Пи -- лба, 
+ fedw,] dQ, (v.39) 

aR? iim {Lf fii —A) d+ Л) ин e— 
— fc) dw, dQ}. 

На основании вышеизложенного формула (\.35), после 
сокращения ее на бесконечно малый, но отличный от нуля 
множитель &, принимает вид: 

3 [4] -+ а [АЯ] = 8, ав -- а). = (М.40) 

Обратим теперь внимание на то, что 

644) —в силу первой из формул (\.34) есть прираще- 
ние работы деформации тела, находящегося в ис- 

ходном положении равновесия при сообщении 

его точкам виртуальных перемещений 8и;, 89, 

Wy;
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6Ю’—есть работа объемных сил, соответствующих ис- 
ходному положению равновесия (на тех же воз- 
можных перемещениях); 

1 
SRS — ects работа поверхностных сил, отвечающих и#с- 

‚ ходному положению равновесия (на тех же воз- 
можных перемещениях). 

Отсюда (поскольку положение тела, характеризующееся 
перемещениями и‹, 9, 5, является равновесным его поло- 
жением) имеем равенство: 

8 [40] — 89, + 5К, (V.41) 

которое есть не что иное, как математическая форму- 
лировка начала возможных перемещений для первого из 
двух рассматриваемых положений равновесия. — 

Но тогда из (\.40), после сокращения на а, следует, что’ 

[А] = 885). (\.42) 

Это последнее равенетво и является вариационной форму- 
лировкой проблемы упругой устойчивости. Из него путем 
операций аналогичных тем, которые были использованы 
в Ш главе, могут быть выведены дифференциальные уравне- 
ния вида (\.10) и краевые условия для них. Соответственно 
из (\.41) может быть получена система (\У.9). Мы предста- 
вляем читателю самостоятельно во всем этом убедиться. 

Вышеизложенные рассуждения проводились при сохране- 
нии всех встречавшихся членов за исключением тех, кото- 
рые могли быть отброшены ввиду малости удлинений и сдви- 
гов. Но в двух предыдущих параграфах было установлено, 
что в большинстве практических задач исходное напряжен- 
ное состояние тела можно рассматривать как задачу класси- 
ческой теории ‘упругости. Это позволило заменить уравне- 
ния (\.9) системой (V.11), a уравнения (\.10) системой 
(V.16), что равносильно принятию равенств, (\.15) и пре- 

небрежению параметрами ex по сравнению с о... 

Но тогда во второй из формул (\.34) под 2;} МОЖНО ПОД- 
разумевать C4, введя соотвествующее изменение в формулы 

вида (\.7), выражающие сх; через в,;.
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Кроме того, поскольку параметры у (формулы \У.5) могут 
быть представлены в виде: 

emg [Cen + ие) + eax — 0%) | 

omy = Cn (a ery — “) + и: ey в, -{ (\.43) 

аи) 
поскольку (принимая во внимание допустимость указанного 

/ / 

выше пренебрежения е;/ по сравнению с ®;) их можно опре- 
делить следующими упрощенными выражениями 

" 1 / / gr 
та == 7 [(o,)? + (®.)?], ежу == == — WzWy, 

и 1 7 ’ 

yy = l(O)?-+(2)'], Oe = — 0, (V.44) 
1 ! " roo 

= 5 (6) -[ (ву) |, eye = — yz. 

Отсюда для A@) может быть написана приближенная 
формула 

4 — зы] У 6 — Зы} 4 de + 
Hof J ftw (os? +027) + iy (os +02) + v.45) 
- чз (ва -- ву) — 2 [ау ву | ваз Фа + 

Ноу: wy и] | ax dy dz, 

где 
’ / / 

bz = exe + eyy -- Cx 
/ roof fot roof 1,: ’ ’ 
y= Coa Cyy -- Can Coz -- Cyy zz — 4 (ели + One + ie
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каковой и следует пользоваться во всех тех случаях, когда 
исходное напряженное состояние может рассматриваться, как 
задача классической теории упругости. 

Формулировка проблемы упругой устойчивости, выра- 
жаемая равенством (\.42), позволяет использовать для реше- 
ния конкретных задач прямые методы вариационного исчис- 
ления. Для этого надо задаться функциями #1, 9, 1, в виде: 

yay аи Раши --..., 

9; = В.о +- 8,0" + Во -...) (V.46) 

W, = 110) gw + got ..., 

rae: a, B,, yy HesaBHCALMe OT X, y, Z HEMSBeCTHBIe KOSpuUHeHTH, 
a w, vj, ws uspecTible функции х, у, 2, равные нулю в тех 
точках поверхности, ограничивающей тело, где перемещения 
явно заданы. `Выбор этих функций в значительной мере про- 
изволен: важно только, чтобы первые из членов рядов (\.46), 

то-есть’ функции Ш, v', w' 10 виду примерно соответство- 
вали ожидаемому характеру решения (каковой при некотором 
навыке всегда можно качественно предвидеть). Тогда осталь- 
ные члены рядов (\.46) будут носить характер поправок. 

Поскольку функции #7, 19, 104 известны, постольку варьи- 
рование выражений (\У.46) сводится к варьированию входя- 
щих в них неопределенных коэффициентов &,, By, у. Подставляя 
(У.46) в (\.42) и требуя, чтобы это равенство выполнялось 
при любых значениях 6 (а,), 6 (3,), 5(1,), мы получим систему 
из 31-линейных однородных алгебраических уравнений (где n— 
число членов, удержанных в каждом из рядов (У.46) с неиз- 
вестными @,, B,, 1у. Данная система будет иметь решение, 
отличное от нуля, лишь в том случае, если определитель, 
составленный из ее коэффициентов, равен нулю. Эти коэффи- 
циенты являются функциями, во-первых, OT параметров, 
характеризующих размеры тела, во-вторых, от параметров, 
характеризующих его упругие вещества, и, в-третьих, от 
параметра внешней нагрузки. 

Последний будет единственной неизвестной характеристи- 
ческого определителя, причем его значения, обращающие
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определитель в нуль, будут соответствовать (как ясно из 
вышеизложенного) критическим значениям нагрузки. 

Намеченный путь приближенного решения задач теории 
упругой устойчивости принадлежит к числу наиболее эффек- 
тивных, поскольку во многих случаях удержание в рядах 
(V.46 только их первых членов уже дает близкий к истине 
результат. В то же время этот путь требует от лиц, им 
пользующихся, некоторого навыка, а главное понимания фи- 
зической сущности решазмой задачи, так как точность рас- 
сматриваемого метода в значительной степени зависит от 
улачного интуитивного выбора основных апроксимирующих 

функций и, о, w.



ГЛАВА У! 

О ДЕФОРМАЦИИ ГИБКИХ ТЕЛ . 

$ 46. Деформация пластин 

В настоящей главе будут изложены специфические упро- 
щения, возможные при изучении деформации гибких тел. 
Мы начнем при этом с исследования деформации пластин, 
поскольку именно эта задача наиболее проста. 

Рассмотрим тонкую пластину постоянной толщины 6, Orpa- 
ниченную контуром произвольного вида. Начало декартовой 

  

Рис. 17. 

системы координат расположим в одной из точек срединного 
слоя пластины, направив ось 2 перпендикулярно этому слою, 
а в качестве осей Х и У приняв две любые лежащие 
в его плоскости перпендикулярные прямые (рис. 17). 

При построении теории деформации тонких пластин, изги- 
баемых поперечной нагрузкой, обычно полагают, что всякая 
точка пластины остается и после деформации на том же 
перпендикуляре к срединному слою и на таком же от него 
расстоянии, на каких она находилась до деформации.
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Данное утверждение записывается аналитически в виде 
следующих трех дифференциальных уравнений: 

ди dv dv , ow dw\_, 
coz = (1 + aE) 3s az 1 ax dz +3 (1 +37) =o 

ди ди dv \ dv Ow Ow 

way ae t+) Get ay (lt Ge)=% (М 
Ow 1 Г/ди \3 dv \2 ди \2] __ 

22 = Gg +2 (=) +(a) +(e) | =° 
(причем равенство нулю е„, и е,, означает перпендикуляр- 
ность к срединному слою после деформации тех волокон 
пластины, которые были к нему перпендикулярны до дефор- 
мации, а равенство нулю е„ означает сохранение расстояния 
между произвольной точкою, лежащей на одном из таких 
волокон, и срединным слоем). 

Попытаемся удовлетворить уравнения (\Т.1) выражениями 
вида. A 

uu (x, y) --2$ (х, У), 

9=9(х, у) 2$ (х, у), (\1.2) 
ww (x, Vy +2zy%y), 

где и, 9, м — суть перемещения точек срединного слоя (что 
становится ясно, если в (\1.2) положить г =0). 

Подставляя (\1.2) в WED приходим к соотношениям 

(1+ ot) 54 2 y+ 2% (1 4) 0, 

Hota 2)y4 Ma py—o, — (vis) 
PrP td + ye=1, 

которые позволяют выразить 3$, фих через перемещения 

срединного слоя и, 9, 4. 
Рассматривая первые две из формул (\1.3) как алгебраи- 

ческую систему с неизвестными $ и $, находим: 

= вау, += а+5. (Via) 
Gag
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Здесь а1, за, @зз определяются из формул (1.15) при замене 
в НИХ и, 0, W через ц, 9, W. 

Введя (\1.4) в последнее из соотношений (\1.3), будем 
иметь: 

^ 

    

  

233 {= —= : —— 1, (VI.5) 
V 2, + а + 233 

но в силу таблицы П ($ 2) 

О 
Vain + oe + 033 = 1+ E,’ (V1.6) 

roe р—=1-ГА, а В, — относительное удлинение линейного 
элемента пластины, который после деформации параллелен 

оси г. Замена в (\1.6) а; на оз, означающая замену 4, 9, м 

на 4, v, W, равносильна рассмотрению Ди Е, у срединного 
слоя. . 

Отсюда видно, что с точностью до пренебрежения удли- 
нениями и сдБигами по сравиению с единицей 

Ум о -| аз (VI.7) 

и, следовательно (с тою же степенью точности), 

Ш ди dv\ , dv dw 

д ow du ди ita — 5 (3 gu) | of с, (V1.8) 

so ди dv du dv 
ав 1 = ии T Oe Oy ay Ox’ 

  

Подставив данные значения $, фиув (\1.2), мы по- 
лучим перемещения произвольной точки пластины, выражен- 
ные через перемещения соответствующей ей точки середин- 
ного слоя й, 9, ш (функции только хи у). 

Закон изменения перемещений по толщине пластины 
оказывается при этом линейным. 

Заметим, что предполагая удлинения и сдвиги пренебре- 
жимо-малыми по сравнению с единицею, мы не налагали 
в то же время никаких ограничений на величину поворотов.
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Отсюда перемещения, определяемые формулами (\Т.2), (\1.8), 
могут быть названы перемещениями, соответствующими силь- 
ному изгибу пластины. 

Подставляя эти значения перемещений в общие выраже- 
ния для компонентов деформации ед» Вуу» Вху, находим: 

fon = Cre + 2 Xp 27 Vows 

yy = yy 2 Xyy + 27 Vy, (VI.9) 
=, -- 2х, + 27 VQ, 

^ ди 1 Г/ай \2 dv \2 aw \2 
ие 32 +3((5e) +(e) +(e) | 
. dv , 1[/au\2 , (d0\2 , (dw 2 вуу — Эу 5 (5) + (3) +5) 
^ du, dv, du du, dv av , dw dw 
Soy = ду Рая Г ду ax Г дя dy Ка ay? 

где 

a8 , du 08 , dv dv , dw AX 
deb Oe de t Gx de tar ax? —«(V410) 

_ 4 | du ad , dv AY , dw AX 
*уу — "ду re бу Гду Тау dy’ 

du“ a8 , dua 9$ 
w= a +5 eo. Ox ду эх ду “Ox. + 

dv ay dv ay aw aX aw ax 
Tox бу Гу ae “Oy” Tay ox?” 

o=7|(5) +3) +(H) | 
liga +]. мы 
a aye 

При ===0 формулы (\1.9) дают: 
^ a 

Cp = En») Coy = Ву = Cay)
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откуда видно, ЧТО ву», уу, 8, -— суть удлинения и сдвиг 
срединного слоя пластины. 

Члены же 2%», 2%,,, 2х,, в формулах (\1.9) соответ- 
ствуют удлинениям и сдвигам, линейно изменяющимся по 
толщине пластины, то-есть соответствуют изгибу и кручению 
пластины. Наконец, в (У1.9) присутствуют и члены, содер- 
жащие 22. Их наличие говорит о том, что линейному закону 
изменения перемещений по толщине пластины отвечает, 
вообще говоря, нелинейное изменение по толщине дефор- 
маций. Однако, при малых удлинениях, и сдвигах поправки, 
вносимые в (\1.9) членами у.2?, у,,2?, у,,2?, являются не- 
значительными, что будет показано ниже на примере. 

Учитывая это, можем написать: 

= he + Zee 
Eyy == Eyy + yy (\1.12) 

Coy = Spy 2 hoy 

Параметры ххх, Хуу, Хх, Характеризуют кривизну деформи- 
рованного срединного слоя пластины. 

Когда углы поворота элементов пластины пренебрежимо 
малы по сравнению с единицею, выведенные формулы допу- 
скают существенное упрощение. Именно —. в этом частном слу- 

ди ov 
чае производные 5., 5; следует считать (по соображениям, 

изложенным в $ 14) величинами одного порядка с удлине- 

ниями срединной поверхности хх, ву Кроме того, в этом 
ov 

‚9х ЯБЛЯЮТСЯ 

Беличинами одного порядка CO СДБИГОМ Е Последнее 
вытекает из того, что при слабых искриБлениях пластина, 
будучи в своей плоскости массивным телом, не допускает 
относительных поворотов своих элементов вокруг оси 2, 
значительных по сравнению со сдвигами. 

По перечисленным соображениям в формулах (\Т.10) можно 
отбросить (имея ввиду частный случай, когда углы поворота 
элементов пластины малы по сравнению с единицею) все не- 

линейные члены, содержащие производные перемещений и И 3. 

ди 
случае следует считать, что произБодные ду
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Выполняя намеченное ‘упрощение, приходим к выражениям: 

du , 1 /aw\2 dv , 1 /aw\2 
"аз (ы), и=5+32(5) 
^ ди dw ди 
Ви = oot oe <4 Ox “Oy? (VI.13) 

_ 0 _ 0% _ 0% _ 0% 
ee ee 

9 ow 
tae 2 лбу. 

Подстановка (\1Т.13) в (\1.12) дает формулы для дефор- 
маций пластины, предложенные Т. Карманом. Этой степени 
точности рассуждений соответствует определение перемеще- 
ний точек пластины выражениями: 

ди ^ ди ^ 
ии 2, v=Vv—2 , W=wW, (VI. 14) 

Ox oy 

Дальнейшее мыслимое упрощение формул (\1.13) заклю- 
чается в пренебрежении в них всеми их нелинейными членами. 
В итоге этой операции получаются формулы классической 
теории пластин. Из вышеизложенного видно, что для возмож- 
ности использования последней теории необходимо, вообще 
говоря, чтобы квадраты поворотов 

ди ~ 0 

  

были пренебрежимо малы по сравнению с удлинениями и 
сдвигами. Таким образом классическая теория пригодна только 
для описания деформации слабо изогнутых пластин. Сильный 
изгиб пластин, как уже упоминалось, описывается формулами 
(\Т. 10), (\1.8), (№1.12). Формулы Кармана (\1.13) относятся 
к промежуточному случаю. 

$ 47. Двухмерная деформация бесконечно длинной 
полосы 

Предположим, что пластина имеет вид бесконечно длинной 
полосы с параллельными прямыми краями, причем деформа- 
цию ее будем считать независящей от координаты у, прини- 
мая, кроме того, что перемещение © = 0.
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Сформулированная таким образом плоская задача по сути 

дела эквивалентна задаче о изгибе балки. Применительно 
к ней формулы предыдущего параграфа дают: 

уу == Eny = 0, 

баз тр + 2 хх ++ 2 Vorans (VI. 15) 

с du, 1f/dw2 , (doy? 
ЕН 5 | (4%) + (а) |, 

du\ d®8 , dw dy 
Ota) ae tae ae 

где 

Log == 

в = (ae) + (12) | (1.16) 
dw du 

=—-T> Х=аь. 

^ 

due aw 
Так как производные =’ а; СЧИтаются величинами су- 

щественно большими по сравнению с удлинением е„„ то 
правая часть первой из формул (\1.16) должна неизбежно 
являться малой разностью входящих в нее членов. Отсюда 

. У ай 

при определении зависимости между = И oo можно прибли- 

женно положить Cp = 0. 
Тогда 

4и у dw\? , VI.17 1f~42=V 1 (2) (VI.17) 
откуда 

от dw ow 
_ у! dt 2 ах ах? -@ 

. 2“ 

а 4, (VI.18)
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Подставляя эти значения хх, Ух В Последнюю из фор- 
mya (VI. 15), находим: 

A 1 

Ene = Ene +2 Xne (1 — > ene): (VI.19) 

Поскольку 2х. есть величина порядка удлинений, которые 
предполагаются пренебрежимо малыми по сравнению с еди- 
ницею, постольку 

^ ^ 2 20 
Em AS Ege fF kp == РР . (\1[.20) 

(22) ал? 
I—\ Ge 

Остается выяснить смысл параметрах... 
Обратимся с этой целью к рис. 18. 

м 

0 SS TOO — — — -}+-—---14 

—. 

  

  

  

  

  

Рис. 18. 

Декартова координата х, определяющая положение точки 
на срединном слое пластины до деформации, после дефор- 
мации становится длиною дуги той цилиндрической поверх- 
ности, в которую превращается срединный слой после де- 
формации. Отсюда ясно, что 

    

dw 
ac = sin 6, 

но тогда 

1 dy 40 dé 
4 =— — — = - . 

1 — — 

ах 

12 Зак. 8804. В. Новожилов.
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то-есть х„„ суть кривизна деформированного в цилиндри- 
ческую поверхность срединного слоя пластины. Сопоставляя 
полученный результат с (\1.20), видим, что наши выводы 
вполне совпадают с обычной теорией плоской деформации 
гибких, первоначально прямых стержней. 

В заключение параграфа следует обратить внимание чи- 

тателя на тот факт, что, принимая равенство в„, == 0 при 

упрощении формул для х„„, мы тем не менее сохранили ¢,, 
в формуле (УГ. 20), поскольку первый член упомянутой 
формулы может быть в некоторых случаях не менее суще- 
ственным, чем второй. На первый взгляд здесь допускается 

противоречие. ‚ Фактически, однако, его нет, если понимать 

равенство е„„==0 лишь как использование того обстоятель- 

ства, что члены, входящие в в„,, образуют малую разность 
больших величин, а члены входящие в х„., не являются 

малой разностью. Таким образом равенство ¢,,,,== 0 He сле- 
дует понимать буквально. В дальнейшем, при изложении 
общей теории деформации стержней, мы не раз столкнемся 
с подобным приемом. 

$ 48. Деформация оболочек 

. Теория деформации тонких оболочек может быть по- 
строена по аналогии с теорией деформации пластин, поскольку 
оболочки суть пластины, срединный слой которых в недефор- 

мированном положении является не плоскостью, а кривой 
поверхностью. 

Будем определять положение точек на срединной поверх- 
ности оболочки гауссовыми криволинейными координатами 
этой поверхности & и оо (то есть такими кроволинейными 
координатами, линии которых являются линиями главной 
кривизны срединной поверхности). Соответствующие этой 
криволинейной системе коэффициенты Ляме обозначим через 
А: и Ао, а главные радиусы кривизны — через А, и К.. 

Исходя из данной двухмерной ортогональной системы кри- 
волинейных координат, построим трехмерную систему. Для 
этого опустим из произвольной точки М, не лежащей на 
срединной поверхности, перпендикуляр на эту поверхность. 
Тогда положение рассматриваемой точки в пространстве бу-
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дет фиксировано тремя параметрами: координатами & и а. 
основания упомянутого перпендикуляра и его длиною г. При 
этом 2 условимся считать 
положительным, если точка 
лежит со стороны центров 

отрицательной кривизны 
срединной поверхности (со 
стороны выпуклости сре- 
динной поверхности, если 
ее точки суть эллиптиче- 
ского типа). Если наобо- 
рот, то = будем считать д 

отрицательным. Простран- \ 
ственная система криволи- x 

M(x,,&2,2)    

    

ay 

нейных координат &,, %, Z, Рис. 19 
как ясно из способа ее по- 
строения, ортогональна. Ее коэффициенты Ляме будут равны: 

2 H,= A, (+9), Hy=Ao(1+g-), As=1, (VL22) 

причем 4,, А», Ю,, Ю (являющиеся функциями только &, и 
аз) должны подчиняться известным из теории поверхно- 
стей соотношениям Гаусса — Кодацци. 

д (42) = 1 945 д (ft) = 1 OA, 
Ga; \ Re) Ry Ou’? = ay \Ry “Re Oa ’ 

@ (1. 0A2)) 9 (1 0A) _ Aids 
ax (a, sat) + Ot, (=. a) = = Юю1Юо ° (VI.23) 

Подс.авляя в формулы (1.122) указанные выше значения 
коэффициентов Ляме и учитывая при этом соотношения 
(\1.23), будем иметь: 

__ 1 1 Ou OAy w 

“= = Я Нд: et дао “+ х,). 1+. 

— 1 1] oo 1 0.3 w 
299 1+2 (аа даз Та, да и =), 

Ry 

eg SY, (VI.24) 

12*
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1 1 4 1 0A; 

ea ды А, ar) + 1-26 
Ry 

ами 2, 
1+2 Ae Ca 4:42 Ca, ) 

Re 
е. — 9 1 1 р) 

12 02 1.2 М 0% В’ 
К! 

ov 1 1 dw vu 
=e tie (a ie ie) -- — 

Re 

Здесь u, V, W—CYTb MePeMellleHHA произвольной точки по 
направлениям линий @, и 4% и по нормали к срединному слою. 

Введя далее коэффициенты Ляме (91.22) в (1.124), при- 
‘ходим к следующим выражениям для составляющих век- 

—> 

тора в по тем же направлениям. 

ду 1 
20, = — = + (ae — th) 

  

  

Oz 2 
‘Тр, 

> тм, 
м a (+ Ca, А! Ао дао 

— 

К 

(вы жида °) 
` Re 

Теперь формулы (1.125) дают возможность написать раз- 
вернутые выражения для компонентов деформации оболочки 
в криволинейной системе &,, во, 2. При этом следует учесть, 
что аналогия, существующая межлу пластинами и оболоч- 
ками, позволяет, при определении перемещений последних, 
воспользоваться такими же упрощениями, какие были исполь- 
зованы при исследовании деформации пластин (546). 

Предположение о том, что прямые волокна, нормальные 

к срединному слою оболочки до деформации, остаются 
прямыми и нормальными к срединкому слою и после де-
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формации, аналитически записывается в виде следующих 
двух равенств: 

ди 1 1 ow и 1 1 ди 

п (дви) (вы t 

  

14-7. 
TR А! 

1 OA, w\ Ou 1 1 ди 

T Aza доз ot Rat: a (a 865 — 
К 

1 dAeg_\ dv - 1 1 dw u\dw _ 

AA 3”) 3 + бы в) 0, 
ST Ry (VI.26) 

__ av 1 1 dw _ ди 1 1 dv 
чё Fo +z x(a Rt (aginst 

1 “SA w\ dv 1 do 

ee 
Ri 

1 дА, ди 1 1 0% Vv Cw 

— дивы и) НТ z (as5a; Re) or =o 
Re 

а предположение, что эти нормальные волокна не получают 
удлинений, сводится к равенству: 

= + | (Se) + (3) + (3) | =0. (\1.27) 

Попытаемся удовлетворить систему из трех уравнений 
(\1.26), (\1.27), взяв перемещения и, 9, в виде: 

и=и(а,, а) {26 (а;, аз), 
9=9 (41, %) -|- 2$ (a, Ge) (VI.28) 

W == (а, а) -- 2) (а,, ба). 

Здесь и, v, w суть перемещения срединной поверхно- 
сти оболочки (что вытекает из формул (\Т.28) при 2 =0). 

Подстановка (\1.28) в (\1.27), (\1.26) приводит к пяти 
равенствам, два из коих будут, однако, следствием одного
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из трех остальных. Поэтому независимы будут только три 
равенства, а именно: 

$24 y21 (1+ y)2%=1, (VI.29) 

1 дю и 1 du 1 dA, 
п (ж- в) (Е - деда: 9 

1 Ou 1 OA, а — 
+(1+ 3% ды Г Я.Д; мор) =, 

low 9 1 до 1 0A, *\, 
+045 — BR) ta oe Hae 4) + 

1 dv дз у 
+(1 T Ay 5a, t Hagooe + B= = 0. 

Ha основании двух последних из этих трех уравнений 

имеем: 

= ва--о, += ва-у) (У1.30) 

где в данном случае 

Oe, = — 213 (1 - ео) -|- Cogeias 

азз == (1 е11) (1 -- ез) — е1оеот, 

причем 

^ 1 1 OA, * 

бт — Ат = a ot “ns Ody, ог Ri’ . 

  

^ —__ } А» _®. 

а = 7 ба» oe —-| “Ai “03, +z Ю. ’ 

bom OY AY 
12 — Дб AAs dan 

р Щи | VI.32 
"12 = А! да! R, ’ . ) 

~ 1 ou 1 0A 
А, да АА да ”? 

^ ди о
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Подставляя (\1.30) в первое из равенств (\1.29), прихо- 
дим к следующему выражению для YX 

Aus 

{== —1. \1.33 
Ува - + ay + ag ( 

Здесь (по соображениям, аналогичным 8 46) 

аз1 -- ао | азз == 1 (1.34) 
с точностью до пренебрежения удлинениями по сравнению 
с единицею. 

Отсюда: 

= аз — 1 ==е1-- ел -[ 61160 — вле.  (\1.35) 
Вводя это значение у в (\1.30), находим: 

B= — ев (1-го) + еавено, (VI.36) 
ф== — pg (1 + #11) Е 213251. 

Формулы (\1Г.35), (\1.36) и (\1.28) определяют переме- 
щения произвольной точки оболочки через перемещения 
соответствующей ей точки срединной поверхности. Поскольку 
выше не было сделано никаких пренебрежений, кроме тех, 
которые следуют из предположения о малости удлинений и 
сдвигов, постольку полученный результат действителен ‘при 
произвольных относительных поворотах оболочки, лишь бы 
они были совместны с предположением о малости деформа- 
ций. Иначе говоря, выведенные формулы относятся к случаю 
сильного изгиба оболочек. 

Остановимся далее на определении удлинений и сдвигов 
в слое оболочки, удаленном от срединного на расстояние 2. 
Соответствующие компоиенты деформации, после подстаиовки 
в формулы (1.125) коэффициентов Ляме (\1.22), принимают вид: 

__ 1 1 ди. ди OA, WwW 

м 2 (a; Oa, +a oe да» о R)+ 
TR 

1 1 1 ди 1 0A w \2 
+3 a gpl it aa +R) + 

1 

  

  

lav 1 dh \2. /ldw и 
(язь Е) (ев) |
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“28 = 14.2 (я; дез + Ajay Oa, «-р.)-+ 

2 

1 1 1 ди 1 дд. \? 

12 al G; aa 3 v) + 
(1+) 2 

1 ди 1 OAs w 1 ow 
+ (= д Г А.А. А1А> да u + 2) а дао RB) | (VI.37) 

_ 1/1 1 дА, 1/1 ow 
ee 14 2 (a dy дя; бы и) 2 (==. — 

+> 1 = 
ky Г 

1 0A, 1 1 ди 

__ Аа д °)-+ (+2) (+=) [дез + 
А Ro 

1 OAL w 1 ди 1 OA 

Ряд: АзА» дах o+R) (a5 Oa, = AyAg Cay v)-+ 
1 до 1 дА, \/1 до 1 дАз 

+ (+: да: А! Аз Аа “(я дал TAA; AjAg Oa,” т 
w 1 ow 1 д“ vu 

+ re) + Caz dar — we) (3 —®)] 
Tak KakK—d/,<2< 8/,, то для тонких оболочек можно 
в написанных формулах полагать: 

, | | 

lf pelt ye wl. (VI.38) 

Используя это упрощение и подставляя затем в (\].37) пе- 
ремещения и, 9, в виде (\[.28), будем иметь: 

  

A 

811 = 2:1 -- 2%, | 2 1, 
a 

вр == gat 2%aq -|- 2“, (1.39) 
A 

Е == 810 | 2%, о -- 2210. 

Здесь = 1 ео, G19 суть удлинения и сдвиг срединной поверх- 

ности оболочки. 

в: = ё,, | !/2 в -- в -- 6з} 

еда == Cy + 1/y [21 + Ors + 653], (1.40) 

E19 = =é,+é a1 | 14891 +é Cookie --ё 6. зо,
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а %,1› Хо, Хо суть параметры, характеризующие измеиение 
кривизны срединной поверхности, обусловленное деформацией: 

== (1--&,,) А, 1 -- 6122 + €19%13, 

gq = (1 -F oq) Ran ++ €9;a1 + €g3 Rog, (VI.41) 

%9 == Ro, (1 + 611) + Еуо (1 + 652) -- Рё + 

+- Rog®1g + ¥ 13803 + Rages, 

причем 

1 a9 1 OA; L 
ky = — Ay 4 ть у + R? 

1 0х | koa = 7, +E Oa, DR» (VI.42) 

_ 1081 04, _1dy 1 Ary 
1 == д Oa, А: Аз да, Rig 

t lay 3 1 5 
= oe i — 

13 — А. да, Ry” Роз Ада. = Re 

Что касается выражеиий для у%,1, \о, У1о, то нет необхо- 
димости их приводить, так как соответствующие члены фор- 
мул (\1.39) при малых удлинениях и сдвигах всегда оказы- 
ваются несущественными (аналогично тому, как это было 
в теории деформации пластии). 

Изложенное выше исчерпывсет теорию деформации тон- 
ких оболочек при малых деформациях и произвольных пово- 
ротах. Удерживая в полученных формулах только члены 
линейные относительио перемещений и их производных, мы 
придем к обычной теории деформации тонких оболочек. 
Соответственно из вышеприведенных формул может быть 
выведена и Теория деформации оболочек, аналогичная (по 
своей точности) теории пластин Т. Кармана. 

$ 49. О сущности допущений Кирхгофа 

Выясним более подробно математический фундамент до- 
пущений, которые были положены выше в основу построе- 
ния теории деформации пластин и оболочек,
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В связи с этим будем искать точное решение задачи о 
деформации пластины, разлагая компоненты перемещения 
в степенные ряды: 

u=u(x, у, + ($2) 2+5 (Se) ett... 
v= (x, у, 0) +(5e),2 +5 ($2 еж... (У1.43) 

СР 
Если в каждом из данных рядов удержать только два 

первых члена и ввести кроме того обозначения: 

и (х, у, 0) =, 9 (х, у, 0) =9, W(X, Y, o)=w 

G=% (G)a% GEjan so 
то получатся формулы (У1.2). 

Таким образом, можно констатировать, что допущения 
Кирхгофа прежде всего утверждают достаточность сохра- 
нения в рядах (\У1.43) только двух первых членов (при 
решении задачи о деформации тонкой пластины). Однако, 
кроме этого, упомянутые допущения устанавливают связь между 

перемещениями срединного слоя пластины и, уши пара- 
метрами $, ®, у, позволяющую выразить вторые через 
первые. 

Чтобы выяснить природу данной связи, вспомним, что со- 
гласно таблице 1 ($2), 

1 ou — COs (Xx, i l oe cos (Y, j ) 
V1+2,, 92 ® УГ. 42 > a 

1 ow . 
УЕ: (1 | =) = cos (Z, ig). (VI.45) 

2`. 

Здесь в рассматриваемом случае 1, есть единичный вектор, 
касательный к волокну пластины, которое до деформации 
было прямым и перпендикулярным к срединному слою.
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Из (\У1.44) и (\[.45) следует, что: 

—§ =YV 1426, соз(х, К), з=Ит Е, соз (У, №), 
A 

i-ty=Y 1+ 2, cos(Z, i), (VI.46) 

где 1.— направление касательной к упомянутому волокну 
в точке его пересечения со срединным слоем е„, — удлинение 

данного волокна в ТОЙ же точке. 

Формулы (\1.46) говорят, что если пренебречь удлине- 
нием по сравнению с единицею, то параметры $, $, 1-Ну 
могут быть отождествлены с косинусами углов, образуемых 
после деформации волокном пластины, которое дс дефор- 
мации было перпендикулярно срединному слою. Но в задаче 
об изгибе пластины углы поворота всегда велики по сравне- 
нию со сдвигами. 

Это позволяет при определении единичного вектора 1. 
(тоесть при определении параметров $, $, у) пренебрегать 
величиною тех сдвигов, которые влияют на направление 
вышеуказанного вектора. . 

Иначе говоря, при отыскании $, ф, у можно пользоваться 
уравнениями: 

Egy в. А 0. (VI.47) 

Пренебрегая далее в (\1.46) Е. по сравнению с единицей, 
и складывая эти три равенства (после предварительного воз- 
ведения их в квадрат), будем иметь: 

ииачту=т 
что, как известно ($ 46), эквивалентно равенству 

^ 

e,, == 0. (VI.48) 

Таким образом последнее равенство может быть истолко- 
вано как пренебрежение удлинением волокна, перпендикуляр- 
ного к срединному слою пластины, при определении его 
направления после деформации,
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Вышеизложенные рассуждения подразделяются на два этапа. 
В первом была установлена связь между основными допу- 

щениями теории пластин и разложениями перемещений в ряды 
по степеням расстояния точки пластины от ее срединного 
слоя. Это позволило выяснить зависимость между $, %, Х 
и производными от перемещений и, 9, % по =. При этом 
оказалось, что $, %, у характеризуют направление после 
деформации волокна пластины, первоначально перпендикуляр- 
ного срединному слою. 

Вторым этапом явилось пренебрежение деформациями, 
влияющими на направление упомянутого волокна, по сравне- 
нию с поворотами, что привело нас к равенствам (\1.47), 
(1.48). 

В $ 46 мы шли обратным путем, а именно постулировали 
уравнения (\1.47), (\1.48), из чего немедленно вытекало все 

остальное. Этот путь. более краток, но менее ясен, так как 
написав сразу (1.47), (\1.48), мы не получаем представле- 
ния, что и по сравнению с чем в данном случае пренебре- 
гается. 

Будучи поняты как математически точные равенства (\1.47), 
(\1.48) — абсурдны, ибо приводят, вообще говоря, к противо- 
речиям при формулировке условий равновесия элемента пла- 
стины. 

Будучи же истолкованы лишь как пренебрежение неко- 
торыми из компонентов деформаций при определении напра- 

вления орта is, равенства (\1.47), (\У1.48) становятся на свое 
место, причем сразу же оказываются более ясными и те усло- 
вия, при соблюдении которых этими равенствами можно поль- 
зоваться. 

Разумеется, вышеизложенные рассуждения, проведенные 
применительно к пластинам, могут быть полностью перене- 
сены и на оболочки. 

Из сказанного вытекают следующие выводы. 
а) Гипотеза Кирхгофа в теории деформации пластин и 

оболочек покоится на упрощениях типа пренебрежения удли- 
нениями и сдвигами по сравнению с поворотами при опреде- 
лении направления волокон деформированного тела. 

Поскольку тонкие пластины и оболочки суть гибкие тела, 
при деформации коих углы поворота обычно велики по
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сравнению с удлинениями и сдвигами, принятие этой гипо- 
тезы обычно вносит в расчет оболочек и пластин лишь 
незначительную погрешность. Отсюда ясно, что упрощение 
теории пластин, предложенное Кирхгофом и затем перенесен- 
ное Лявом на оболочки, вряд ли правильно называть (как 
это обычно делают) гипотезой, ибо по существу речь идет 
о чисто геометрических пренебрежениях, всегда допускаю- 
щих оценку своей погрешности. 

6) „Гипотеза“ Кирхгофа не включает в себя никаких 
предположений о свойствах материалов, из коих изгото- 
влены пластины и оболочки. Поэтому использование теории, 
основанной на данной „гипотезе“, с равным успехом воз- 
можно как для тел, следующих закону Гука, так и для тел, 
ему не следующих. Важно только, чтобы выполнялось основ- 
ное условие применимости рассматриваемых допущений, 
‘а именно — малость соответствующих деформаций по сравче- 
нию с углами поворота. 

Отмеченное обстоятельство еще более подчеркивает неги- 
потетичсский характер упрощений, принимаемых при по- 

строении теории пластин и оболочек. 
Кстати, когда говорят о применении „гипотезы“ плоских 

сечений к балкам, работающим в упруго-пластической области 
деформаций, обычно считают необходимым сослаться на 
опыт, Который: эту „гипотезу“ в данном случае подтверждает. 

Из вышеизложенного видно, что постановху специальных 
опытов для проверки „гипотезы“ плоских сечений в области 
упруго-пластического изгиба следует отнести за счет недо- 
статочно ясного понимания существа данной гипотезы. 

$ 50. Деформация стержней (первое приближение) 

Разобравшись в теории деформации тонких пластин и 
оболочек, используем теперь аналогичные приемы для по- 
строения теории деформации тонких стержней. Как выяснится, 
эта задача несколько сложнее, чем две предыдущие, почему 
и рассматривается после них. 

Пусть имеется тонкий призматический стержень произ- 
вольного поперечного сечения (рис. 20). 

В центре тяжести площади одного из его торцов распо- 
ложим начало системы ХУЙ, направив при этом ось 2 вдоль



190 О ДЕФОРМАЦИИ ГИБКИХ ТЕЛ [гл. \1 

стержня, а в качестве осей Хи У взяв главные оси инерции 
площади поперечного сечения стержня. * 

В результате деформации 
произвольная точка стержня 
получит перемещения и (х, у, 
2), 9 (х, у, 2), м (х, у, г). 
При этом поскольку в рассма- 
триваемой задаче область изме- 
нения координат х и у су- 
щественно мала по сравнению 
с областью изменения коорди- 
наты =, постольку можно пред- 
положить, что, разложив пе- 
ремещения в ряды по сгепе- 
ням Хи у, мы получим ряды, 
достаточно хорошо сходящие- 
ся в интересующих нас пре- 

Рис. 20. делах. 
| Эту мысль, ценность кото- 

рой выше была показана при 
рассмотреиии деформации пластин и оболочек, мы положим 
в основу теории деформации стержней. 

Итак — запишем перемещения произвольной точки стержня 
в виде: ` 

u(x, y, 2) =u (z) + x9, (z) + 
+ y9q (2) +4 (% Ys 2); 

v(x, y, 2)= 0 (z) + x}, (2)+ __ (1.49) 
Ну (z)-+ 0 (x, у, 2), 

% (х, у, 2) == (2) ху, (2) + 
- УХ (z)-+-w (x, у, 2), 

* Заметим, что в пределах настоящей главы мы могли бы 
направлять оси и иначе, чем указаио выше. Соответственно не 
было бы обязательным и расположеиие начала декартовой системы 
именно в центре тяжести площади торца стержня. Однако, по- 
скольку при рассмотрении условнй равновесия объемного элемента 
стержня принятое выше направление осей Х н Ги положение 
начала координат обладают определенными преимуществами — мы 
вводим их уже в этой главе. 
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Здесь . . 

“u=u(do, 0, 2), V=4U(0, 0, 2), 

w= wo, о, 2) (VI.50) 

= (4%)  =Ge) #= Ge) w= Ge) 
при "о (41.51) 

~=(F) =(5)/ %=(%)› в= (5) 
при х=0 

у =0 

нь 
= (5), + » (53), + %7 (5:55) ..... (1.52) 

1 

54 (в), 5 (=, + 2 (5:5), +.-.- 
Из последних формул видно, что 

а) и, о, в суть перемещения точек, лежащих на оси 
стержня. 

6) 1-81, 9, ф, 1-Рфь, Ха, Ха суть величины порядка 
косинусов тех углов, которые после деформации образуют 
с осями Х, У, Z волокна стержня, первоначально парал- 
лельные осям Хи У (табл. 1,52). 

Эти параметры (все или хотя бы некоторые из них) 
считаются в дальнейшем существенно превосходящими уд- 
линения и сдвиги. 

в) и, UV, и объединяют в себе все члены степениых рядов 
для перемещений, начиная с четвертых. 

Отсюда ясно, что при х =0, у=0 

ди __ди __ dv __ 00 ow = 0.'(VI.53) 

В дальнейшем и, 9, будут рассматриваться как попра- 
вочные члены формул (\1.49), весьма малые по сравнению



192 О ДЕФОРМАЦИИ ГИБКИХ ТЕЛ (rit. vi 

с остальными членами этих формул. Если данными членами 
пренебречь, то выражения (\1.49) напишутся следующим 
образом: 

| ии - 9-8, 
= --х$, у» (VI.54) 
W=W + XX + ya 

причем очевидно, что принятие перемещений стержня в такой 
форме соответствует той степени точности рассуждений, 
какая принималась выше при построении теории деформаций 
пластин и оболочек. 

Разница между (\1.2) и (\1.54) состоит лишь в том, 
что в первом случае разложения в ряды ведутся по одной 
координате, а во втором —по двум координатам, поскольку 
у пластин лишь координата 2 меняется в узких! преде- 
max, тогда как у стержней этим свойством обладают две 
координаты (хи у). Что касается качества удержанных 
членов, то в этом отношении формулы (\[.2) и (\1.54) 
вполне аналогичны, так как в обоих случаях ряды обры- 
ваются на членах, линейно зависящих от тех координат, по 
которым выполняются разложения. 

Но если для пластин и оболочек точность формул (\1.2) 
и является вполне достаточной, то для стержней формулы 
(1.54) оказываются, вообще говоря, неприемлемыми, так 
как, основываясь на них, нельзя подчинить решение суще- 
ственному граничному условию. Поэтому при исследовании 
деформации стержней приходится принимать перемещения 
не в форме (\1.54), а в более сложном виде (\1.49), в чем 
и заключается принципиальное отличие теории деформации 
стержней от теории деформации оболочек и пластин. Однако, 
в целях достижения большей ясности, мы начнем с того, что 
предположим формулы (\1.54) достаточными. Проведя затем 
все выкладки до конца, мы убедимся, что сохранили не все 
необходимое для решения задачи. После этого будут введены 
нужные поправки, что не составит особых затруднений, по- 
скольку читатель будет уже вполне в курсе основной канвы 
рассуждений. 

Принимая формулы (\1.54) и подставляя их в выражения 
для компонентов деформации [то есть в формулы ([.22)],



5$ 50] — ДЕФОРМАЦИЯ СТЕРЖНЕЙ (ПЕРВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ) 193 

будем иметь: 

Exe Exar ‘`буу-—= буу» Say = Fay 

^ de ay b 
Exe = Pg, * dz +y xy? 

=e, ty dey x ( tea — k, ‚), (VI.55) 

    

2— s 2-Е ХА та + YRyy $ Xx7V ay TY yy XY Vey 

где 

fat (ия), 

=, 5 (9-Е 8-Е), 

  

Ezy = Vo (1 rere (1 + Ya) -+ X1 Xe: (VI.56) 

Е жг == (1 +) 7 dz ——-+- 4, =. а (1-Е ce ‚ 

о и) 

©
 

> 

a= AAS (RY 4) 
суть зиачения компонентов деформации на оси стержня, 
являющиеся функциями только координаты 2. 

Величины №у,, Ау, Ау также зависят лишь от г, опре- 
деляясь при этом выражениями: 

_ du 0% | а а (1 dio dies ах 
ee “de dz Tae dz dz + Та ’ 

du 4% dy abe dw Sis. 7 
„=“ dz dz T az dz dz +(1+ ’ (VI.5 ) 

а3 ais Cee bay = (1+ 9) Bef g, Se 4.7, 8 
13 зак. 3304. В. Новожилов,
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Что касается коэффициентов У„,, Yyy» Vag, TO'OHH OYAYT 
равны 

73 (42) + (4) +(42) | 
a= 1 [ (a4 (any + (42), (VI.58) 

y __ а$ avy dd. 4 oe | ayy dys 

ty “dz dz | “dz dz dz 

Как уже было указано, параметры ¥,, 9, $1, Ye Xi. Xe 
все (или, по крайней мере, некоторые из них) надо считать 

величинами, существенно превосходящими компоненты дефор- 
мации, поскольку в задаче о изгибе тонкого стержня все, 
или хотя бы некоторые из углов поворота, велики по срав- 
нению с удлинениями и сдвигами. Этим же свойством и по 

Ч, a a 4 (таблица 1, $ 2). 
Отсюда вытекает, что правые части bopmya (VI. 56) должны 
представлять собою малые разности входящих в них членов. 
Тем самым, при определении девяти перечисленных выше 
параметров допустимо пользоваться шестью равенствами: 

той же причине будут обладать и 

За == уу = ху = д: = Fy =„„ == 0, (\1.59) 

которые, разумеется, отнюдь не следует истолковывать как 
пренебрежение всеми деформациями стержня на его оси, 
а нужно понимать лишь в том смысле, какой был выше 
указан. 

Все шесть равенств (\1.59) тождественно удовлетво- 
ряются, если положить: 

}, == с0$ &с0$ В с0$ { — чп азш В —1, $3. == со$ В пт, 

ф, = — cos « sin y » Yg=cosy—1, (VI.60) 

Y¥,==cosasinBcosy-+sinacosB , y,=—sinBsiny, 

= —cos as6in8 —sinacos8cosy , (VI.61) 

_. dt . 
; = sin asin y, 9; = 50$ а с0$ В — $1 а sin B cos y — 1.
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‘Здесь а, В, 1—три произвольных угла, являющиеся 
функциями только 2 (поскольку ц, v, @ — функции только 
этой координаты). 

Нетрудно выяснить геометрический смысл формул (\1.60), 
(\1.61). Преследуя эту цель, рассмотрим на оси стержня про- 
извольную точку /М и три линейных элемента dx, dy, dz, u3 
нее исходящих (рис. 21). 

В результате деформации точка М получит перемещения 

ц, 9, % и займет положение М*, причем упомянутые линей- 

m 

9 

  
Рис. 2]. 

ные элементы окажутся направленными по ортам 1, iy, fg. 
Если углы поворота элементов стержня велики по сравнению 
со сдвигами, то последними, при определении направлений 
i,, 15. 1» можно пренебречь. При такой точности рассужде- 
ний триедр {1:, 15, #5 трактуется как ортогональный, причем 

параметры 
. Aa aA 

аи dv 
1+ %,, 9, $4, 1-4, Xn Yar dz’? dz? 

dw 
1 Я ’ 

будут (если пренебречь удлинениями по сравнению с едини- 
цей) равны косинусам углов, образуемых направлениями 1;, 

13%
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12» 18, С осями Х, У, 2. Последнее ясно из формул (\1.54) 
и таблиц |1 иб (I глава). 

Но, как известно, одна система трех взаимно перпендику- 
лярных направлений может быть фиксирована по отношению 
к другой с помощью трех эйлеровых углов. Вводя послед- 
ние в соответствии с рис. 22 и учитывая сказанное выше, 

получаем формулы (\1.60); (УТ.61). 

  
  

  
Таким образом в последних формулах а, В, 1 суть эйле- 

ровы углы, оппеделяющие направления 1,, 15, 1; по отноше- 
нию к осям Х, У, Й (с точностью до углов сдвига). 

Подставляя (\1.60) и (\1.61) в (\1.57) и (\1.58), полу- 
чаем: 

da , ad 
Rew = dz + т COS ¥; 

. a . а 
Ryy = Cos a sin y 5 oF sin a = , (VI.62) 

k ny = cosa sina siny 6 

И 

] ] Vann = (2-2), Жи (#2, №), уе уу, (У1.63)
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Вводя эти значения коэффициентов Угу, Ууу» Угу В ПОСлед- 
нюю из формул (\1.55), имеем: 

a 1 
Sep = Sg + XR pe + VR yy +5 ( Bag b Mey) + 

1 
—- 2 (Ray -- Rey) I” + Ржу иХУ, (VI.64) 

видим, что члены, соответствующие данным коэффициентам, 
могут быть отброшевы, как величины порядка квадратов 
удлинений и сдвигов. 

С учетом этого упрощения формулы (\1.55) принимают 
ВИД: 

—5 

A aA 

Е —Е =e yy yy? “ay ху 

dene 
— Sane + x 2 eT Yay (VI.65) 

de 
у xy 

®уг = eye 4 yw. dz ——-+ x (Sau —izy) 

8аг — с, T Rag + YRyy " 

SNECh Rag, Ryy, Rey определяются выражениями (VI.62). 

= 
BL we) 

  

Ema de, deyy dey 

dz? dz’ dz 
HeHHIO C apaMeTPaMH Ry, Ryy, Roy, XAPAKTEPH3YIOWUMU KPH- 
визну оси стержня после деформации, то в формулах (\1.65) 
члены, содержащие упомянутые производные, могут быть 
пренебрежены, после чего окончательно будем иметь: 

Так как производные обычно малы по срав- 

^ ^ a 

aan = Exar Fyy = Eyys Exy = Says (VI.66) 
A a A 

Coe = Eze + YRay C yz = yz — Ху, Eg = 8, + ХЁрх TF YRyy- 

Последние формулы основываются на предположении, что 
удлинения и сдвиги пренебрежимо малы по сравнению с еди- 
ницею и по сравнению с углами поворота элеменгов стержня. 
Однако, помимо этого при выводе формул (\1.66) была по- 
стулирована достаточность формул (\1.54), то-есть доста- 
точность сохранения в рядах Тейлора для перемещений 
только их трех первых членов. Эго утверждение не оче- 
видно и более того — оно неправильно, в чем можно убе- 

=
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диться, применив формулы (\1.66) к частному случаю, когда 
стержень не изгибается, а только скручивается, и притом 
равномерно по всей длине. 

При этом: 
а = В ==0, 4 ==<2, (VI:67) 

где < — постоянный коэффициент. 
Вводя этн значения эйлеровых углов в формулы (\1.60), 

(\1.61), находим 

3, = — (1 — с0$*2), $5 = зтт2, 

), = —sintz, $,—=—(1—costz), (VI.68) 

ай __ dv__ dw 
Х1 = Ха =: =: = a 

Отсюда получаем следующие формулы для перемещений: 

ц—= —х(1— 0512) — узпта, 

y=atexsincz—y (1 —costz), (VI.69) 

w= 

и для деформаций 

Вид = уу = Egy == 6„, == 0, 

6х, == Ут „= — XT. (VI.70) 

Последние выражения совпадают не с теорией кручения 
по Сен-Венану, а со „старой“ теорией кручения, которая, 
как известно, несостоятельна, так как не позволяет освобо- 
дить боковую поверхность стержня от напряжений, что 
в данной задаче является существенным. Отсюда ясно, что 
и общие формулы (\.66) недостаточны, причем уже по- 
нятно, ч10 они нуждаются в таком уточнении, которое по- 
зволило бы получать из них, как частный случай, теорию 
кручения Сен-Венана. Чтозы уточнить достигнутые в этом 
параграфе результаты, приходится отказаться от формул 
(\1.54) и перейти к формулам (\1.49), учитывающим оста- 
точные ены степенных рядов, объединенные в обозначе- 

ниях: Ц, 9, 9.
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$ 51. Деформация стержней (второе приближение) 

Повторим прелыдущие выкладки, исходя, однако, уже 
не из формул (\1[.54), а из формул (\1.49). 

Добавочные перемещения и, 9, %, которые до сих пор 
не учитывались, будем считать малыми, пренебрегая члеиами, 
содержащими их произведения или произведения их про- 
изводных. 

Подставляя (\1.49) в формулы для компонентов дефор- 
мации (1.22), получаем: 

^ ди ^ oy? 
Paw Tae буи == Fyy tb gy mia ty Bf. oe 

^ de Ou 
=. НХ - 2 +y Rey +35 moe 

_2@ 4 
== 

  

   34a) 

=e,ty ty 4 (tou — ыы) 5 ое 

в 

  

49 4% | — 4 2 (ие -о ie ty 48), 
  

— ва УР? Yeo TY" “yy + xy ota 2 — 
— / 421 ah, 43$ d’y а? 
и 5(#% +x dz? ry if) 3(42 T* dz? Ge t (VI.71) 
  

ave ~ (aw ayy ax» 
+y ча) — (чая Хх az? Ty dz? <2) 

—- 
  

Здесь, как и раньше, Веру +++) eos определяются фор- 
мулами (\1.56), А», уу, Reys Yaar ууу Угу —` формулами 

(\1.57) и (\1.58), а ш, 9,  — формулами (\1.52).



200 О ДЕФОРМАЦИИ ГИБКИХ ТЕЛ [ГЛ. vi 

Что касается новых обозначений ц, 9, №, то они объз- 
диняют в себе следующие члены: 

w= (1-+4+9,) 2+ $,0-+ x2, 

b= $44 + (1 - 95) 9 - ум, 

я а) (хи Нур 
ея Ча уз, (VI.72) 

По соображениям, аналогичным предыдущему параграфу, 
можно ввести три угла «, В, 1, через которые $1, $., $,, %, 

а а 
Х1, Ха выразятся формулами (\1.60), а производные =, = 

1 формулами (№1.61). После этого для т, Ryys Rey M0- 

лучатся opmyab (V1.62), a AAA Yaa, Vyys Veg — формулы 
(VI.63). 

Отсюда вытекает возможность пренебрежения в послед- 
ней из формул (\1.71) всеми членами, содержащими три по- 
следних коэффициента. 

Кроме того, по аналогии с предыдущим параграфом, можно 
отбросить в формулах (\Т.71) и члены, содержащие произ- 

^ 

dixon dey deny 

dz’ dz?’ dz° 
Мы хотим далее показать, что кроме перечисленных 

выше упрощенРй, возможность коих была обоснована в $5 50, 
в формулах (УТ. 71), можно пренебречь также и совокуп- 
ностью тех членов, которые подчеркнуты. 

Подставляя в выражения 

водные   

Xap et ow ots 
dz 

Ya} ot gy (VI. 73)
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вместо $,, $., фи, $, Х!, Хо их значения, согласно формулам 

(УТ. 60), и заменяя далее производные a, a, at ‚ на ос- 

новании формул (УТ. 62), будем иметь: 

—du ,—-dv , — аз], 
Х = номе (Е 9) и Ву, | 

(VI. 74) 

—dy ,-dv ,— dw 
y=| ate vs + =(1 + 2) yy + boy 

Учитывая далее (\1. 72) и (УГ. 73), можем записать 
(УТ. 74) следующим образом: 

Х = (№ —хХ — у’). — vk 

  

  

ху’ VI. 75 
У = (w— xX — yV) Ry t u Ray 

Отсюда 

y= w Foe —v (1 + yRyy) Rosy — UR gph ay 
a 1+ tho + VK yy (VI 76) 
у Cay tM + tae) hoy + thyyhoy | 

D+ Rag + yyy 

Так как ХА, УЕуу суть величины порядка компонентов 
деформации, то 

X AW Rog —V Ray; 
(VI. 77) 

У, ий. 
Таким образом подчеркнутые члены третьей и чертвертой 

из формул (УТ. 71) являются величинами порядка произве- 
дений ц, №, № на параметры кривизны оси стержня после 
деформации. Но дополнительные перемещения и, №, № всегда 
получаются весьма малыми по сравнению с поперечными 
размерами стержней. Отсюда (поскольку произведения па- 
раметров кривизны оси стержня А;„, Рух, Roy на его по- 
перечные размеры суть величины порядка компонентов 
деформации) можно сделать заключенуе, что Х и У весьма 
малы по сравнению с удлинениями и сдвигами, на основании 
чего подчеркнутые члены четвертый и пятый из формул 
(Vi. 71) MoryT быть пренебрежены. Путем аналогичных рас-
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суждений можно выяснить несущественность и подчеркнутых 
членов последней из формул (УТ. 71). 

Выполняя все намеченные выше упрощения, приходим 
к следующим выражениям для компонентов деформации 
тонкого, первоначально призматического стержня: 

a A 

oan = San + SL, ty y= ay +5 

Spy = Fay ay ae 

oY 
x2 = tp, -+ ye yt oe Та ’ (VI. 78) = 

у: == by — Ray +2 +5. 

Sey == Faz t ХА + YRyy +m 

Здесь ц, ¥, № — функции всех трех координат Хх, у, г, 
которые обладают следующими свойствами: 

а) они весьма малы по сравнению с поперечными размерами 
стержня, а’ их производные суть величины порядка компо- 
нентоБ деформации. В силу этого произведениями их произ- 
водных друг на друга и на величины порядка компонентов 
деформации можно пренебрегать; 
6) при х==0, у=0: 

ou ou ov od ow dw 
U=S=W= Fy ie 2-0 yp 

что следует из (УТ. 49) и (VI. 72). 
Распоряжаясь дополнительными перемещениями ц, \, №, 

можно согласовать формулы (УТ. 78) с граничными усло- 
виями на боковой поверхности стержня. 

$ 52. Чистое кручение 

Пусть стержень подвергается равномерному кручению по 

всей своей длине. 

Тогда 
а = В = Хи» = ху, = 0; 1=т2, (VI.79)
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где 

T= Ray (VI.80) 

является в данном случае постоянной величиною. 
Предположим кроме того, что 

^ A A A ^ A 

Cap = Cay = Cay = Ems = eve = Ene = 0, (VI.81) 

то-есть пренебрежем деформациями, равномерно распреде- 
ленными по площади поперечного сечения стержня. 

Далее, на основании (VI. 79) u (VI. 81): 

4—0=%— 0. ` (VI.82) 

Учитывая все это, будем иметь: 

“= — (1 — с05т2) — ysintz+-g, 

vy=-+xsintz—y(1—costz)+-9, (VI.83) 

W = W 

и _ 

Ou Ov du, dv 
© xa = Fx? вуу — Oy? ету — yt x? 

du , cw 
Е = yt ae» ae) 

7 т oe (1.84) 
0 Iv . 

Pye = ATP ET Gy? 

до 
баг — Fe’ 

Если теперь положить 

— 9 ==0, № = (х, у), | (VI.85) 

TO выражения (\1.84) примут вид: 

Вт = у = ту = En» = 0, 

инет (5 РУ), в (5*—х), (VI.86)
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превращаясь в формулы теории кручения Сен-Венана. Таким 
образом эта последняя теория заключается в общих фор- 
мулах (VI.78) как частный случай. 

Заметим, что в наших рассуждениях перемещения точек 
скрученного стержня определяются выражениями (УТ.83), а 
не выражениями классической теории. 

и = — ут, 9==хгт, == (х, у). (VI.87) 

Последние формулы могут быть получены из (УТ.83), 
если считать т < 1, то-есть если считать, что углы по- 
ворота при кручении пренебрежимо малы по сравнению 
с единицею. Из вышеизложенного ясно, что данное ограни- 
чение для теории Сен-Венана не является обязательным. 

$ 53. Окончательные выражения для деформаций 
тонкого стержня 

Можно предвидеть, что при рассмотрении общего случая 
деформации стержня (когда, кроме кручения он подвергается 
также изгибу), формулы (\1.66) будут недостаточными, по- 
скольку они (как было показано в конце $ 49) недостаточны 
уже для случая чистого кручения. Можно, далее, предвидеть, 
что поправки, которые нужно ввести в упомянутые формулы, 
и в общем случае будут иметь такой же характер, как и 
в задаче о чистом кручении. Именно — эти поправки должны 
позволить устранить скручивающие стержень напряжения, 
действующие на его поверхности, каковые неизбежно по- 
являются при использовании формул (\1[.66) (если только 
поперечное сечение стержня отлично от кругового). 

Отсюда: следует попытаться построить общую теорию 
деформации тонких стержней, полагая (по аналогии с пре- 
дылущим параграфом) что: 

—$=0, Ш=А,, (2) - $ (ху). (\1.88) 

Тогда формулы (VI. 78) принимают вид: 
a 

En = Eos уу = 2уу» SExy = Egy 
A д? 

= te, + (32+ y) fer ete ay ) Foy» 

ote bos = tet Hine + Ihyy +e» Bee. (VL89)
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Последние выражения действительно достаточны для рас- 
сматриваемой задачи. Отправляясь от них, можно построить 
лоследовательную теорию деформации гибких. стержней, огра- 
ниченную лишь предположением, что удлинения и сдвиги 
пренебрежимо малы по сравнению с единицею. Погрешность 
этой теории может быть оценена сравнением удлинений и 
сдвигов с углами поворота, поскольку при выводе (\1[.78) 
мы систематически пренебрегали первыми по сравнению со 
вторыми. 

$ 54. Заключение 

Обычно теория деформации гибких тел (пластин, оболо- 
чек, стержней) строится путем постулирования некоторых 
допущений, принятие каковых сразу сводит рассматриваемую 
задачу к двухмерной (в случае пластин и оболочек) или одно- 
мерной (в случае стержней). Однако, при таком способе 
рассуждений неизбежно утрачивается ощущение связи между 
теориями’ пластин, оболочек и стержней и общей теорией 
упругости. Ввиду этого многие рассматривают теорию гиб- 
ких тел как своего рода гипотетическую надстройку над 
о5щей теорией упругости, как инородное в нее вклю- 
чение. 

Только таким образом, вероятно, может быть объяснен 
тот факт, что большинство современных курсов теории упру- 
гости обходят молчанием проблему деформации гибких тел, 
столь важную по своему практическому значению. Уже 
в курсе Лява были прелприняты шаги по увязке „гипотез“ 
теории деформации гибких тел с общей теорией дефор- 
мации. 

Но особенную работу в этом направлении проделал 
Б. Г. Галеркин, в трудах которого классическая теория обо- 
лочек и пластин стала поистине отделом общей теории упру- 
гости. 

Основная мысль, которую пропагандировал Б. Г. Галер- 
кин, заключалась в том, что проблемы изгиба пластин и 
оболочек надо всегда рассматривать в контакте с общей тео- 
рией. Эта столь же простая, сколь и глубокая идея в зна- 
чительной мере обеспечила услехи развития теории пластин 
и оболочек в Советском Союз» и оказалась плодотворной 
не только для толстых пластин и оболочек, но и для тонких.
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Естественно продолжить данную мысль и в сторону не- 
линейной теории упругости, поскольку можно ожидать, что 
и здесь многие результаты удается привести в систему, от- 
правляясь от общих формул. Настоящая глава и является 
попыткой дать единообразный метод исследования деформа- 
ции гибких тел, исходя из общей нелинейной теории дефор- 
маций. В нашу цель входило осветить с помощью формул 
общей теории те „гипотезы“, на которых основывают, обычно, 
теорию деформации пластин, стержней и оболочек и рас- 
смотреть с одной точки зрения все эти задачи, которые 

обычно рассматриваются разрозненно, несмотря на их общие 
черты. 

ge, ee оф они».
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